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RESPOSTAS DA LISTA 9 (alguns estao com a resolucéo ou o resumo da resolucao):
1. (a)

3 3 3 3 . e 3 3
z2=-2+3
2 2 2 2 2 2|
19z=i 1 1 ez=1+i s 0z=2+i 1 1 Z_-VT+ ‘
z=2=3
3 2 10 172 3 3 2 410 1 2 3 3 2 10 T2 3 3 2 410 1 2 3 3 2 10 1 2 3 3 2 10 1 2 3
_197=- - - ez=1- - ez=2- = = -
19z=-i 1 1 z=1-i 1 z=2-i 1 1 N
-2 -2 -2 -2 -2 -2
z2=-2-3
-3 -3 -3 -3 . -3 -3

2. Considerando z € C, z=a+bi, a,beR, z#O0.

z a-+bi a b . a? b2 a? + b?
Para z # 0, temos que |z| #0 e m _’\/a2+b2 _‘\/a2+b2+\/a2+b2 Z’_\/a2+b2+a2+b2_ a2+b2_1'
3i+2+4i 247 .
3. (a) z= 2 = =1+3i
9 9 3-(—1 —31 —3i —31
(b) z= = (2)272271 Y

o 3 i (=) -2 —(-1) 1
(c) z=(3i)(2+44) = 6i + 12i% = 6i — 12 = —12 + 6i.
4= (4—d) (i)  —4i4i% —4i—1

d) z= = = = _1_ 4
@) === 3(0)(—1) 32 3 573"
© 3i 34(2 — 44) 61 — 1242 6i—12(—1) 12460 4 L3
[§] z = = = = = =z = 1.
24+ 4i  (2+44)(2—4i) 4-8i+8 — 162 4—16(—1) 20 5 10

4. (a) Sabemos que Vz € C, a representagéo na forma polar é z = |z|(cos 0 + isen6).
Logo, para z1 =4 (cos(w/3) + isen (7/3)), temos que |z1] =4 e 6=m/3.
Dat, 2 4 (cos(m/3) + isen (mw/3)) _ 1+ ﬁ ;
21| 1 2 " 2
(b) Sabemos que Vz1, 22 € C, tal que z1 = |z1|(cosf1 +isenf1) e z2 = |z2|(cosf2 +isenba) ,
produto é calculado por z1 - zo = |z1| - |22|(cos(01 + 62) + isen (01 + 62)).

Para z; =4 (cos (%) + isen (%)), temos que [z1|=4 e 0=73
Para z3 = (1/2) (cos (%r) + isen (%’)) temos que 22| =1/2 e 0= %r

Dali, z120 = 4% (cos (% + %r) + isen (% + 27”)) =2 (Cos (%r) + isen (%’))

5w
Sabemos que — corresponde a 100°, ndo ha férmula simples para calcular o valor exato de cos (%’) e sen (%r) Neste

caso deixamos indicado ou usamos calculadora para calcular aproximadamente esses valores.

2223 2223

8 con (3 ) dsen (3 + ) = oo (35) +isen (35)
273

(c) Sabemos que

i’ =1,Vz # 0, logo
|z |z223]

25T 5 5
Sabemos que —— corresponde a 250°, ndo ha férmula simples para calcular o valor exato de cos (21";) e sen (21"; ) Neste

caso deixamos indicado ou usamos calculadora para calcular aproximadamente esses valores.

(d) z12224 = (2122)(24) = (21| - |22|(cos(01 + 62) +isen (01 + 02) ) ) - (|z4]|(cos(64) +isen (64) ) ) =
|21‘ . |22‘ . ‘Z4|(COS(91 + 62 + 94) + isen (91 + 62 + 94) )
Pelos dados do exercicio, |z1]| = 4; |22| =1/2; |24| =Vv/2; 01 =7/3; 02 =27/9; 04 ="Tnr/4

1
Dai, 212224 :45\/§(COS (% + %’ + %’) + isen (% + %r + %r) ) = 2\/5(005(?—;) + isen (%”—g’) ) =

2\/§(v:os(833—6"r —27r) + 7sen (% — 7r) ) :2\/5(005(131—(;") + 2sen (131—;) )
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(e)

(b)

(©)

(d)

21 Z1Z4 2124 2124
Sabemos que — = —— = — 5 = 5
z4  zaZa  |Z4] |24

A justificativa da ultima igualdade é que |z| = |Z|, Vz € C.

Para z4 = |z4|(cos 64 +isenby)) , temos Z4 = |Z4|(cos Oy — iseny) = |z4|(cos(—04) + isen (—64) ).

z 21]|2
Logo, 2 = | |12H\24|( 08(01 + (—04) ) +isen (01 + (—04) ) ) = : 1}(005(01 —64) + isen (61 — 64) )
4 4
T T —17r —177 Vs
Assim, pelos dados d fcio, |z1] = 4 V2 0 -0, =" T = or = .
ssim, pelos dados do exercicio, |z1| |za] = V2; 61 1= 3 1 B D + 27 D

Dai, 22 = 4 (cos () +1 () ) = 2B eos () () ).

7
Sabemos que 1—7; corresponde a 105° = 135° — 30°, logo

cos(105°) = cos(135° — 30°) = cos(135°) cos(30°) + sen (135°) sen (30°) = —4 @ + @% = M.
_ _ _ V23 _ 1 VZ\ _ V6+v2

sen (105°) = sen (135° — 30°) = sen (135°) cos(30°) — sen (30°) cos(135°) = 5= 5° — 3 (—7> = Yors.

z
Logo, - =2v/3 (2Bv2 4 /60v2) — (/54 1) + (VB +1)

z4

2228 225
Sabemos que |—| =1, Vz € C, logo = 1. Assim, para calcular 1% 3 basta calcular os angulos que z% e
|2l !le | !le I

g fazem com o eixo real para aplicar a férmula polar do produto de complexos.

Sabemos que para z = |z|(cosf + isenf), n € N, vale a férmula de De Moivre: z" = |z|"(cos(nf) + isen (nf) ).

Assim, pelos dados do exercicio, 22 = |21]? (COS (2%) + isen (2%)), 22 = |23)? ( (6%) + isen (6%))
b 2 =1 (s (5 ) ivn (5 7)) = (s (5 ) 0 (54 ))

0go, =1(cos|—+7m isen (| — 4+ 77| ) =(cos| —+m isen (| — 4w | ) =

8 T2228] 3 3 3 3

1 V3.
(= (5) =0 (5)) =25

z=a+ai, a>0 z=a+ai, a<0 (b) Paraa >0, arg(z)=m/4
Para a <0, arg(z) =5n/4
(c) Paraa >0, arg (22) = 7/2.

(d) Observando a figura, vemos que é preciso multiplicar /4
por 8 até chegar novamente em 27. Logo,

arg(z™) = rw/4, onde r é o resto da divisdo de n por 8.
(e) Observando a figura, na primeira multiplicagdo, z por z,

temos arg(z?) = 7/2, na segunda multiplicagdo, 22 por
-3 z, temos arg(z3) = 21 — /4 = Tr /4.

a<0 (b) Paraa >0, arg(z)=3nw/4
Para a < 0, arg(z) ="T7n/4
(c) Paraa >0, arg (22) = 3m/2.

(d) Observando a figura, vemos que é preciso multiplicar
3m/4 por 8 até chegar novamente em um multiplo de

35 10 55 10

3 2 1 i 12 3 3 2 4 M 12 3 2. Logo,
% L7 arg(z™) =r-3n/4, r é o resto da divisdo de n por 8.
4] ] (e) Observando a figura, na primeira multiplicagdo, z por z,

temos arg(2?) = 37/2, na segunda multiplicacio, 22

por z, temos arg(z3) = 5m/4.

Sabemos que z = a + bi = ﬁvzzi:z(a-{—bi) = Va2 + b2 (\/ﬁ +i\/a+ﬁ) = |z|(cos @ + isen®).
a b
Logo |z| = Va2 +b2, cosl = ——, senl = ——.
& ‘ ‘ a2+b2 1/a2_’_bZ

Assim, pelos dados do exercicio, |z| = [4v/3 +4i| = /16 -3+ 16 = 8; cos(9) = 47‘/5 = @; sen (§) = £ = % = 0 =m/6.
Logo, 4v/3 + 4i = 8(cos(w/6) + isen (7/6) ).

1 1,3 . 3 _ _1. -
§ =4ysts5= 3 cos( 5 ="3% sen (0) =
3

il =
Logo, —% L = 3((:05(27r/3)—f—zsen(27r/3))
|2 —2i| = V4 +4=1/8=2/2; cos(d) = \/_; son(@):—% = 0 ="Tr/4.

Logo, 2 — 2i = 2v/2(cos(7m/4) +isen (77 /4) ).

|—il=v0+1=1; cos(9) =0/1=0; sen(d)=-1/1=1= 0=3n/2 = —i= (cos(3n/2) + isen (37/2) ).

1, V3
3
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8. (a) Sabe-seque 2" =w, n €N, w = |w|(cosf+isend) = z = |w|}/" (cos (H%) + isen (%)) y k=0,1,2,...,n—1.
Pelos dados do exercicio, w = 4v/3 + 4i, pelo ex. 7.(a), 4v/3 + 4i = 8(cos(w/6) +isen (7/6) ). Logo,

z = 81/4 (COS (@) + isen <%+2kﬁ)) , ke{0,1,2,3}. Determinando as quatro rafzes da equagao,
21 = 81/4 ( s(%ZOﬂ) + isen (E I )) 81/4 (cos (14) + isen (24))
= gl/4 ( S(%Zzﬂ) + isen (%Zz-rr)) = gl/4 (cos (%) + isen 137’))
23 = gL/4 (Cos(%zzm) + isen <%Z4ﬁ)) g1/4 (cos (%) + isen (25")).
24 = 81/4 (Cos(%z&r) + isen (%16‘”)) = 81/4 (cos (327—”) + isen (377’))

97 _ o7 _ 2 7 _ 572 _ . _ 27 _ V2. _ =27 _ _ V2 _
(b) w =27 —27i, |w| =272 +272 =2 272 = 27/2; cos(0) = 3205 = 5 sen (0) = 2% 2= 0="Tr/4

= 4ok T 4ok
z = 274/3 (cos (%) + isen (%)) , k€{0,1,2}. Determinando as trés rafzes da equagao,

z1 :3(005( ) + isen (ﬂ)) = 3 (cos (%)+isen (1_72r)) —3(\/_ \/_—i-z\/_J”/_) (ver exercicio 4.(e) ).

3

z2=23 (cos (T7r ) + i¢sen (ng )) = 3(cos (5%) + ¢sen (%)) =3 (—% +1 (—%) )

z3 =3 (cos (T7r ) + isen (Tﬂ: )) = 3(cos(237r) + isen (213—2'")) =3 (ﬂi\/g +iﬁ2\/6).
Justificativa: sabemos que 213—; = 2w — /12 corresponde a 345° = 300° + 45°, logo

cos(345°) = cos(300° 4 45°) = cos(300°) cos(45°) — sen (300°) sen (45°) = %72 — —73 72> = ‘/51”/6
sen (345°) = sen (300° + 45°) = sen (300°) cos(45°) + sen (45°) cos(300°) = —73 72 + 72% = V26

() w=—i; |w|=1; 0=arg(w)=3n/2.
3w 3
z=11/5 (cos ( 2 E%W) + isen (%2]9#)) , ke{0,1,2,3,4}. Determinando as cinco raizes da equagéo,

3m
+ isen ( 2 +OW)) = (cos (—g) + isen (%r)) 2% ~ 54°, mesmo comentédrio do exercicio 4.(b).

= (Cos (—g) + isen (%)) % ~ 126°, mesmo comentdrio do exercicio 4.(b).

= (cos (119—5) + isen (119—(;")) 119—5 ~ 242°, mesmo comentdrio do exercicio 4.(b).

(s (%)
(s (557 imn (55))
25 = (cos (37““) +isen (37”4”)) — (cos () +isen (L)), U= ~ 198°, mesmo comentério do exercicio 4.(b).
(s (555 omn (55 :
(s (557 omn (7))



