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RESPOSTAS DA LISTA 2 -

Numeros reais: propriedades algébricas e de ordem

Para facilitar a consulta, repetimos aqui os axiomas e as propriedades algébricas e de ordem listadas em aula. A medida que as
propriedades forem usadas, sera citada a numeragao, é claro que nao hé necessidade de memorizar a numeragao das propriedades.
Para V a,b, c € R admitem-se verdadeiros os axiomas algébricos descritos a seguir.

Axiomas da Soma

Axiomas do Produto

Lei do fechamento AS1: a+beR APl: axbeR

Lei associativa AS2: (a+b)+c=a+(b+c) AP2: (axb)xc=ax(bxc)

Lei comutativa AS3: a+b=b+a AP3: axb=bxa

Lei do elemento neutro AS4: 3 0€R; a+0=a AP4: 3 1€R; axl=a

Lei do elemento simétrico AS5: Va, 3 —a€R; a+(—a)=0 (diz—se: —a é o simétrico de a)
Lei do elemento inverso AP5: Va#0, 3 1 ER; ax 1 = (diz — se : i é o inverso de a)

a

Axioma da Soma e Produto

Lei distributiva ASP :

Propriedade PA 1 A igualdade mndao se altera quando

soma-se ou multiplica-se o mesmo nimero nos dois lados da
igualdade.

Sejam a,b,c € R.  Valem as seguintes propriedades:

i) a=b=a+c=b+c (preservacao da igualdade na soma)

iil) a=b=a-c=b-c (preservagio da igualdade no produto)
Propriedade PA 2 Unicidade do elemento neutro da soma

Primeira propriedade de unicidade do O:

S6 existe um numero real que satisfaz o axioma de existéncia
de elemento neutro da soma.

Escrita em simbolos: O tnico elemento b € R que satisfaz
a+b=a,Ya €R é o elemento 0.

Segunda propriedade da unicidade do 0:

a+b=a paraalgum a€R — b=0.

Propriedade PA 3
duto

Primeira propriedade da unicidade do 1:

Sé existe um numero real que satisfaz o axioma de existéncia
de elemento neutro do produto.

Escrita em simbolos: o tnico elemento b € R, b # 0
satisfaz a-b=a,Va € R é o elemento 1.

Segunda propriedade da unicidade do 1:

Unicidade do elemento neutro do pro-

que

a-b=a, paraalguma€R, a#0 = b=1
Propriedade PA 4 0+a=a, VaeR.
Propriedade PA 5 l-a=a, VaeR.

Propriedade PA 6 Unicidade do elemento simétrico
Enunciado:  S6 existe um ntmero real que satisfaz o axioma

de existéncia de elemento simétrico.

Propriedade PA 7 Unicidade do elemento inverso
Enunciado:  S6 existe um ntimero real que satisfaz o axioma

de existéncia de elemento inverso.

Propriedade PA 8 —a+a=0, VaeR.

1
Propriedade PA 9 —a=1, VaeR ea#0.
a
Propriedade PA 10 —(—a)=a, Va€R
(leia-se: @ é o simétrico de —a).
1
Propriedade PA 11 - =4 VaeRea#0
a

1
(lela—se: a é o inverso de — |.
a

Propriedade PA 12 (b+c)-a=b-a+c-a, Va,b,c€ER.
Propriedade PA 13 a-0=0=0-a, VaeR.
Propriedade PA 14 (-1)-a=-a=a-(-1), VYa€R.

Propriedade PA 15
Propriedade PA 16

—(a-b)=(—a)-b=a-(-b), Va,beR.
(—a)-(=b)=a-b, Va,beR.

b b
Propriedade PA 17 22 ib, Va,b,c € R, ¢ # 0.
c c c
1 -1 1
Propriedade PA 18 —— =—=—, Ya€eR, a#0.
a a —
1 1 1
Propriedade PA 19 Pt Va,be R, a#0, b#0.
a a
. ab a b
Propriedade PA 20 ! = - Va,b,c,d € R, ¢, d # 0.
c c

a

ax(b+c)=axb+axc

a+b a b

Propriedade PA 21 = —+—, Va,b,ceR, c#0.

c c c
Propriedade PA 22 —(a+b)=—-a—-0b, Va,beR.
b —a—0b
Propriedade PA 23 — at - ¢ , Ya,b,c e R, ¢ #0.
c
. 1 b
Propriedade PA 24 - =—, VYa,beR, a,b#0.
il a
b
a
. b a d
Propriedade PA 25 = - o
c

Va,b,c,d € R, b,c,d # 0.

Propriedade PA 26 Leis de cancelamento da soma e do
produto (implicagdes)

Sejam a,b,c € R.  Valem as seguintes propriedades:
i) a+c=b+c= a="b (é areciproca da preservagio na soma)

ii) arc=b-c e c#0=a=b (néo é a reciproca da

preservagao no produto)

Propriedade PA 27
valéncia)

Sejam a, b, c € R.
Propriedade PA 28
valéncia)

Sejam a,b,c € R, ¢ # 0.

Propriedade PA 29

Lei de cancelamento da soma (equi-

Temos que: a=b<=a+c=b+c.

Lei de cancelamento do produto (equi-

Temos que: a=b<=a-c=b-c.
Lei do anulamento do produto

Para a,beR, temosque: a-b=0<=a=0 ou b=0.
Propriedade PA 30 Para a,b €R
a-c=b-c<=a=b ou c=0.
Propriedade PA 31 Teste da igualdade de fragées.

Paraa,b,c,d € R, b,d # 0, temos que: % = % <= ad = bc.
Propriedade PA 32 Simplificagbes em somas de fracgoes
(redugao ao mesmo denominador).

Para a,b,c,d,p,q € R, b,d,p,q # 0, valem as seguintes igual-
dades:

vale a seguinte equi-
valéncia:

i) a " c ad " be ad + be
i) — _— = — =

b d bd  bd bd

.. a c ad bc ad — bc

i) ———=—-—=

b d bd  bd bd
a c _ap cq ap+cq
d =bp=dq, — + — = — + —= =

iii) Quando m=bp=dq 5 + y] g p

Propriedade PA 33 Principais produtos notdveis.
Sejam a,b € R, n € N. Valem as seguintes igualdades.

i) (a+b)? =a?+2ab+ b2
ii) (a+b)3 =a®+3a2b+ 3ab? + b°
iii) (a —b)?2 = a? — 2ab + b>
iv) (a—b)3 = a® —3a?b + 3ab® — b?
v) a? —b* = (a—b)(a+b)
a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
a® + % = (a +b)(a? — ab+b?)
a” —b" = (a—b)(a" 1 +a" 2+ - +ab? "2 4" 1)

vi)
vii)

viii)
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Axioma da ordem 1. Dado a € R, uma e sé uma das trés possibilidades é verdadeira:
(i) a é positivo (ii)a=0 (iii) —a é positivo
Conhecido como "propriedade de tricotomia da ordem’”. Quando —a é positivo, diz-se que a é negativo.

Axioma da ordem 2. Dados a, b € R vale as afirmagao: a é positivo e b é positivo = a+b é positivo e a-b é positivo.

Propriedade PO 1 Dado a € R, uma e s6 uma das trés possibilidades é verdadeira: (i) a>0 (ii)a=0 (ii)a<0
Também é conhecida por "tricotomia da ordem’.

Propriedade PO 2 Dados a,b,c € R, vale a implicacdo: a<b=—a+c<b+ec.
Conhecida como "'propriedade de monotonicidade da adigao” ou "lei de preservagio da ordem na adigao’ .

Propriedade PO 3 Dados a,b,ce R e ¢>0, valea implicagao: a<b=—a-c<b-c
Conhecida como "propriedade de monotonicidade do produto” ou ”lei de preservagao da ordem no produto’.

Propriedade PO 4 Dados a,b,ce R e ¢<0, valeaimplicagdo: a<b=a-c>b-c
Conhecida como "lei de inversao da ordem no produto’’.

Propriedade PO 5 Dados a,b,c € R, vale a implicagao: a<b e b<c=a<ec
Conhecida como "'propriedade transitiva da ordem’ .

Propriedade PO 6 Dados a,b € R, uma e sé uma das possibilidades é verdadeira: (i) a <b (ii)a=05b (iii)a>b
Propriedade PO 7 Dados a, b, c € R, vale a equivaléncia: a<b<=a+c<b+ec.

1 1
Propriedade PO 8 Dado a € R; a # 0, valem as equivaléncias: (i) a>0<— — >0 (i) a< 0= — <0
a a

Propriedade PO 9 Dados a,b,c € R, ¢ > 0, vale a equivaléncia: a < b <= ac < be.
Propriedade PO 10 Dados a,b,c € R, ¢ < 0, vale a equivaléncia: a < b <= ac > bc.

Propriedade PO 11 Dados a,b € R, valem as equivaléncias:
(i) a<0<= —-a>0 (ii) a>0<= —a <0 (iii) a<b<= —a > -b (iv) a>b<= —a < —b.

Propriedade PO 12 Dados a,b € R, valem as equivaléncias:
(1) ab>0<=(a>0eb>0) ou (a<0eb<0) (i) ab<0<=(a>0eb<0) ou (a<0eb>0)

Propriedade PO 13 Dado a € R, vale a implicacdo: a > 0= a? > 0.
Outra forma de escrever essa propriedade é: para todo a € R; a > 0 temos que a® > 0.

Propriedade PO 14 Dado a € R, n#o vale a reciproca da propriedade anterior, isto é, a? > 0#= a > 0.

Propriedade PO 15 Dado a € R, vale a implicacio: a < 0= a? > 0.
Outra forma de escrever essa propriedade é: para todo a € R; a < 0 temos que a > 0.

Propriedade PO 16 Dado a € R, vale a equivaléncia: a # 0 <= a2 > 0.
Propriedade PO 17 Dado a € R, valem as equivaléncias: (i) a > 0 <= a® >0 (i) a < 0 = a® < 0.
Propriedade PO 18  Vale a seguinte implicagao: a€R=a%>0.
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Respostas, com resolugao. Cada questao pode ter muitas resolugoes, pois podemos escolher propriedades
diferentes em cada resolugao.

1. (a)

Contra-exemplo: x = 0.

Testando a igualdade da hipétese, 3z (2 —1)=0-(-1)=0 e 62°=6-0=0

Logo, neste exemplo a hipdtese é verdadeira, isto é, 3z (x2 — 1) = 622 é verdadeira quando = = 0.
Testando a igualdade na tese, 2> —1=0—1=—-1 e 2z =2-0=0.

Logo nesse exemplo a tese é falsa, isto é, a igualdade z? — 1 = 2z é falsa quando x = 0.

Logo, para x = 0, a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

Contra-exemplo: = = %,

Testando a primeira igualdade (3 — 1)2 =(3)=3% e 2:2-32=(5-3)?= (—%)2 =
Logo a igualdade (z — 1)* = (2z — 3)* é verdadeira para = = 3.
Testando a segunda igualdade, % # 2, logo a igualdade x = 2 é falsa quando = = %.
Logo, para x = %, a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.
Contra-exemplozx = —-1 e y=1.

1
Testando na primeira desigualdade: —1(1)% = -1 = -1 e —1(1+4+1)=-2.

—1 > —2 <=1 < 2, verdadeira, logo a primeira desigualdade é verdadeira nesse exemplo.
Testando na segunda desigualdade: (1)>=1 e 14+1=2.
Como 1 < 2, a segunda desigualdade é falsa nesse exemplo.

Logo, nesse exemplo, a hipétese (primeira desigualdade) é verdadeira e a tese (segunda desigualdade) é falsa,
pela légica, a implicacdo é falsa.

Contra-exemplo: x = —2.
2
r°—1 4-1 3
Testand imeira desigualdad = =—=-1<0.
estando na primeira desigualdade, - 7= Tl 7 - 3 <
Logo a hipétese é verdadeira para z = —2.

Testando na segunda desigualdade, z?> —1=4—1>0.

Logo a tese é falsa para © = —2.

Logo, nesse exemplo, a hipétese (primeira desigualdade) é verdadeira e a tese (segunda desigualdade) é falsa,
pela légica, a implicacdo é falsa.

Contra-exemplo: = = 0.

., rxr—1 0-1 -1 1 R
Testando na hipdtese, T2 032" 32~ 3 e o 2.

1 ) . , .
Como 5 > —2, concluimos que a hipétese é verdadeira para x = —2.

Testando a tese, x—1=-2—-1=-3. Como -3<4, atesex—1>4éfalsaquando == —-2.

Logo, nesse exemplo, a hipétese (primeira desigualdade) é verdadeira e a tese (segunda desigualdade) é falsa,
pela légica, a implicacdo é falsa.

2. Em todos os item z,y € R.

(a)

5 poténcia poténcia e AP1 o 3
= T T = r T .

Verdadeiro.  Sabemos que x TTT (*)
PO 13 ¢ PO17 i de ordem 2 *
(<) z>0 = 2 >0 e x>0 POmASSom mg-x3>0g>a:5>0.

* . 1, .
(=) 2° >O(:)>ac2-x3 >Oaxmmad:a>ordem13:2-:153750PA:§91‘2750 e T8 £0 =122 40
Por outro lado, por PO 18, 2% < 0 é falso Vz € R. Logo, por légica, (mz <0 e z3< 0) é falso . ().

PA 18

Légi s,k
) Oglg( )1:2>0 e >0 =

Voltando, z° > 0 = (x2>0 e x3>0) ou (502<O e 22 <0
16gi

>0 e 2>0 =="2>0.

5 ténci ténci AP1

6 PO e:ncmx mpo éncia e 5 o9 9

Verdadeira. Sabemos que « TLTT R R ().

légica PA 29 l6gica
r=0EL =0 e 2=0E2222=0EL 220 e 22=0
(

*
1‘2'1:2~CL‘2:0<:)>ZE6:0.

légica e PA 29
gea s, z2-

Falsa. Contra-exemplo: x = 2, 1.

x no lugar do 2,1
N

Testando na primeira desigualdade: x =2,1 e 2,1 > 2 x > 2 é verdadeira.

x no lugar do 2,1 PO 6 .
N r<3 = x>3 éfalsa.

Logo, nesse exemplo, a hip6tese (primeira desigualdade) é verdadeira e a tese (segunda desigualdade) é falsa,
pela 1égica, a implicacao é falsa.

Testando na segunda desigualdade:  =2,1 e 2,1 <3
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(d) Falsa. Contra-exemplo: z =0; y=1.
Testando na primeira desigualdade: z4+y=0+1 e 0+1=1>0= x+y > 0 é verdadeira.

axioma da ordem 1 légica

Testando na segunda desigualdade: x =0 = x>0éfalso = x>0 e y>0= ¢ falso.
Logo, nesse exemplo, a hipétese (primeira desigualdade) é verdadeira e a tese (segunda desigualdade) é falsa,
pela légica, a implicacgao é falsa.

(e) Falsa. Contra-exemplo: z = —1; y= —2.
Temosque z —y=—-1—-(-2)=—-14+2=1 e 1 >0= 2z —y >0, logo a hipétese é verdadeira.

axioma da ordem 1

Tambémz=-1 ¢ —1<0=1x2<0 = a tese x>0, ¢é falsa.

Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.
(f) Falsa. Contra-exemplo: © = —1; y= —2.

Hipdétese verdadeira, pois  zy = (—1)(=2) =2 > 0.

transitividade légica

r=-1e —1<0 — r< 0= x>0 éfalsa == x> 0ey > 0 ¢ falsa, isto é, a tese é falsa.
Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

(g) Verdadeira. Justificativa. Sabemos que y* < 0 é falsa para todo y € R. (%)

PO 121 16gi * 16gi
zy? >0 :>1)(x>0ey2>0) ou (z<0 e y*<0) Oglg()(m>06y2>0) E e >o.
(h) Verdadeira. Justificativa. Sabemos que 2 < 0 é falsa para todo y € R. (%)

PO 12 ii)

P?y<0 = (w2>0ey<0) ou (1‘2<Oey>0)légig(*)(

i
22>0 e y<0) gay<0.
(i) Falsa. Contra-exemplo: z = —1, y = 1.

22y = (—1)2 -1 =1 > 0= a hipétese é verdadeira nesse exemplo.

transitividade axioma da ordem 1 bgica

P 1 .
r=—-1e —1<0 — z <0 = x>0 éfalsa = atesexz >0 e y >0 éfalsa.
Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

(j) Falsa. Contra-exemplo: z = —1, y = 1.

t itividad .2 . .
PP = (1)) = (-1)1)=-1 e —1<0 EETN 345 <0, a hipérese é verdadeira nesse exemplo.
r=-1 e —-1<0 tramgdade z <0 axwmad:a>ordem Ye >0 éfalsa == atese x>0 e y <0 ¢éfalsa.

Logo, nesse exemplo, a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

k) Falsa. Contra-exemplo: xz =1 e —0.
Y Yy
loei
?y=1%2.0=0 Sy z?y > 0 = hipétese verdadeira.

axioma da ordem 1

y=20 = atese y <0 ¢éfalsa.
Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.
(1) Verdadeira. Prova:

xy > 0, pela légica, temos dois casos admissiveis e distintos: (i) zy =0 (ii) zy > 0.

(i) zy =0 lei do anulamento . _ y=0. (%)
PO 121i
(ii) zy > 0 :>1)$,y>0 ou z,y <0. ()
* *k 16gi

Logo, :EyZO( )ég )x:O ou y=0 ou z,y>0 ou z,y<0 (i‘éax,yzo ou z,y <0.

(m) Falsa. Contra-exemplo: z = —1.
poténcia natural poténcia natural e AP2
(—1)218 = (=1) x (=1) x (=1) x -+ x (—1) = (=1)® x (=1)* x --- x (=1)?
218 vezes 109 vezes
PA 16 AP2e AP4 |

Ix1x---x1
N—_— —

109 vezes

t sitividad
Logo, 28 =(-1)>®=1 ¢ 1>0 ransgpdade 28

l6gi o s .
>0 E 28 > 0= hipétese verdadeira.

transitividade

r=-1 e —-1<0 — r< 0= tese x>0 Cfalsa.

Logo, nesse exemplo, a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.
(n) Verdadeira. Prova:

xz € {3}
(o) Verdadeira. Prova:

=3

defini¢do do conectivo ou unido
4

z€{3} ouze{n} = ze3tU{r} = x€ {3, 7}

definicdo do conectivo ou
- z=3 ou z=m.
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3. Em todos os itens a,b € R.

(a)

5 poténcia poténcia e AP1 o 3

Verdadeira. Prova: sabemos que a = aaaaa = a”-a’. (*)
i d d 1 PA 29

(=) d® <O:>()a2 a® < gomasRordem L 2 g3 £ =X 27$Oea7é0 glcaaQ;éO
Por outro lado, por PO 18, a? < 0 é falso Va € R. Logo, por légica, (a <0 e a®> 0) é falso . (k).

PO 12 ii Légica e (** PA 18
Voltando, a® < 0 )( >0 e a®<0) ou (a><0 e a®>0) gicae () 250 ¢ ¥ <0

16
a?>0 e a<0 = deica a < 0.

. tivo 16gi 16
Verdadeira. Prova: a > 2 “"CRECM 15 9 ou g =2 &S Seica a > 2.
Verdadeira. Prova:
ténci AS2 ténci

a1t PR e xxa =axax--xXa Xa(:) aZxaix.. xa? xa(pogwla)alloxa (%)

111 vezes 110 vezes 55 vezes

16 . ..
at' >0 = dgica (i) e =0 ou (ii) a''* > 0. Logo,
11 (*) lei do anulamento loglca
e =0 axaxax--xa =0 — a=0oua=0ou --- ou a=0 =0 ()
111 vezes 111 vezes
.. i la ordem 1 K PO 16 PO 12
(i) o't > PomaSLordem & it 7&0(22(17&0 ="a’>0 = )a110: a®xa?x---xa? >0
| S ——
55 vezes
i d d 1 . 16 ,
ioma 2 rEem S 10 < ¢ falsa dgica (ano <0 e a<0) ¢falsa (s % %)
PO 121

Por outro lado, a''' =a''® x a > 0 )(110>Oea>0) ou (110<Oea<0)

*,okok
(:>)a110>0 e a>0 glcO\a>0 glCdaZO.

Falsa. Contra-exemplo: a=1 e a=—1.

a?=12=1 e b*=(-1)>=1= a® = b* = hipétese verdadeira

a=1,b=—-1, -1 # 1= a # b= tese falsa.

Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

3 (PA 27, AS5, AS4) e (PA 36 vi)) lei do apulamento

Verdadeira. Prova: -5 =0 (a—1b)(a® +ab+b*) =0
a—b=0 ou a*+ab+b>=0 a=0b ou a’+ab+b*=0.

Para provar que a =b ou a?+ab+b?> =0 => a = b, precisaremos provar que a>+ab+b> #0 Va,b € R; a # b.
Prova de que a®> +ab+b> #0 Va,b € R; a # b:

Vamos separar em todas as hipdteses admissiveis e distintas da posigao relativa entre a e b tal que a # b.
caso: a <b <0

(PA 27, AS5, AS4)
=

(PO 12 e PO 15) (axioma da ordem 2) (axioma da ordem 1)
— By =

a<0eb<0 a’> >0, ab> 0, b> >0 a?+ab+b* >0
a? +ab+b* #£0.
caso: a <b=0

O A
(P 15:e>P 12)a2>0, ab=0,’=0=a’>+ab+b’=a?>+0+0=0a’>>0

a? +ab+b*#0.

a<0eb=0

(axioma da ordem 1)
-

caso: a < 0<b

(PO 12)

a<0eb>0 — PO8

ab <0, = —ab>0. (*)

produto:notzivel (a n b)2 —ab (**)
(9.1 (a+b)? + (—ab) > 04 (a +b)?

(axionlad:a>ordcm 1) a2 Tab+ B2 75 0.

Por outro lado, aZ 4+ ab + b* = a® + 2ab + b> — ab

Por PO 18 e por (*), temos que —ab > 0 e (a + b)*> >0
transitividade (a+ b)? ab>0( )a +ab+b2>0
caso: a=0<b

PO 15 e PA 12

a=0eb>0" N )a2:0,ab:O,b2>0=>a2+ab+b2:0+0+b2:b2>0

(axioma da ordem 1)
——

a? +ab+b* #0.
caso: 0 <a <b

(PO 12 e PO 15) (axioma da ordem 2) (axioma da ordem 1)

a>0eb>0 a?+ab+b2 >0

a’ +ab+b* #£0.

a® >0, ab>0, b> >0

PA27, AS4, AS5
at =16yt AT AR ASD) a e g —4?) (a® +40%) =0
lei do anulamento

a—2b) (a+2b) (a® +4b%) =0 eSS a—2b=0 ou a+2b=0 ou (a®+4b°)=0

. produto notével
Verdadeira. Prova: = (a®

produto notavel
= (
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—~~

f)

PA 27, AS5, AS4
( =" )a:2b ou a=—-2b ou a?+44b>=0.

Para provar que a =2b ou a=—2b ou a’?+4b>=0=a=2b ou a=—2b
precisamos provar que a®> +4b> =0 = a=2b ou a= —2b

Primeiro vamos provar que a®> +4b> = 0 = a =0 e b = 0. Vamos provar a contra reciproca, isto é,
a#0 ou b#0=a®>+4b> #0. (%)
Vamos ver todos os casos admissiveis e distintos (séo 3):

PO 16, PA12 .
caso a # 0 e b:0( = )a2>0 e 4b220£§a2+4b2:a2+02a2>Oaxmma:d%mdema2+4b27é0.
AS4

PO 16, PA12)
==

casoa=0 e b#£0" B2 =0 e 4> > 0258 02 ap? = 0 ap? = 4p? > o Xomadgordem o o g

axioma da ordem 1
—

casoa #0 e b#OP%6a2>O e 4b2>OaXiomad:a>0rdem2a2+4b2>O a? +4b® # 0.

Logo,a2+4b2:0(=)>a:0,bzopggazo, 2b =0, 72b:016éigaa:2b,a:f2blééigaa:2bou a=—2b

Verdadeira. Prova:
Anélogo ao que foi provado no exercicio anterior, isto é andlogo a a4+ 44> =0= a=b=0.
Igual ao execicio 19 (m).

Verdadeira. Prova. Vamos analisar dois casos admissiveis e distintos para um dado b € R, (dessa forma sé ha
dois casos) .

Casob>01ggaa>0 ou b>0.

Casob<0 a+b>0¢e b<0 28 1p>0e —b>022204b-b>0-be —b>0
ASBES s e > g tramsitigidade o 6180 0 S 0 ou b > 0.

Falsa. Nao vale a reciproca. Contra-exemplo: a = —1.

a=—-1 e (=1)> =1 = a®> > 1 = hipébtese verdadeira

a=-1¢e —1<0= a< 1= tese falsa.

Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

Verdadeira. Igual ao exercicio 19(a), trocando = por a.

Verdadeira. Igual ao exercicio 19(b), trocando z por a.

Falsa. Ccontra-exemplo (tinico): a = 2.

A hipétese é verdadeira mas a tese é falsa, logo a implicagao é falsa.

Verdadeira. Prova: a®> —b* =0 < a® — 0> + 1> = 0+ b* <= a® = b°.

Verdadeira. Prova:

Para .

(=)

a=0 e a®=0"=0a>=0 e a'=0 e a®>=0"=0a"=0 e V’=0=40a*=0 e b*=(")?=0
=at=b'=0=14a'=b* ¢ b=0.

(=)

a=0 ¢ a'=0"=0a"=0 ca'=0"=0a"=0 ¢ V'=0=10a"=(a®?’=0 ¢ b'=(*)?>=0
=a’=0e V¥ =0=0a’=0" e b=0.

Para a = 0, acabamos de provar que vale a equivaléncia e em qualquer caso, a* =b* ou a? = b%, temos b = 0.

Logo em qualquer caso, a® =b* ou a? = b?, s6 resta a possibilidade a 20 e b#0.

Para

produto notével
at=bt=a'-b'=0 = (

a?—b?)(a®+b*) =0 <= (a>—b*) =0 ou (a’+b?) =0 2-p2=0.

<(—i)>: a#0 e b#0,temosquea?>0 e b>>0, logoa?+b>>0 e a?+b>#£0.
Falsa. Contra-exemplo: a = -3 e b= —2.

Verdadeira. Prova.

Supondo b=0 e a®> b

b=0 e a*>®=0"=0 ¢ *>®*=10"=0 ¢ d*>0=0b=0 ¢ a>0=a>b.
Supondo b#0 e a® > b

b#0 e a® > =b#0 e a®—b*>0=b#0 e (a—b)(a®+ab+ 1) >0-2 4 b>0=a>b.

%; Vamos provar que a® + ab+b*> >0, Vb #0.
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Completando o quadrado nos dois primeiros termos,
b? b2 b\? | 32
2 2 _ 2 o 2_ v 2 v
a“+ab+b°=a +ab+4+b 1 (a+2> + ViR
3b°

b\* .
Sabemos que <a + 5) >0 e parab#0, Ve > 0. Logo a soma desses termos é positiva.

(j) Verdadeiro. Prova:
(<) a=0¢e b=0=a’>=0c¢ B*’=0=0a’+b>=0+0=0.
(=) a>+0b*=0 e suponha, por absurdo, que a # 0.
0£0=a >0 4B > 040 — 452> 8 e B >0— a> 45> >0— a>+5> £0. Contradicio
com a hipétese a? + b? = 0.
Podemos fazer demonstracao analoga, supondo, por absurdo que b # 0.

(k) Falso. Contra-exemplo: a=1 e b= —1.
Vamos verificar se a implica¢do (=) é verdadeira nesse exemplo.
a®+ b8 =124+ (-1)*=14(~1) =0, logo nesse exemplo a hipétese é verdadeira.
a=1+#0, logo nesse exemplo a tese é falsa.
Hipétese verdadeira e tese falsa significa que a implicacado (=) é falsa.

(1) Falso. Contra exemplo: a=1 e b= —1.
a*=1% e b* = (1) =1 = a® = b, logo nesse exemplo a hipétese é verdadeira.
aAd=13=1¢e b®=(-1)>=—-1=a® #b% logo nesse exemplo a tese é falsa.
Hipétese verdadeira e tese falsa significa que a implicagado (=) é falsa.

(m) Verdadeiro. Prova:
Caso 1: b=0.
b=0, ®=0P=01=0"=0¢ d®=0=0a-a-a=0=a=0o0u a=0 ou a=0=a=b=0=—
a=b=a-a=a-be a-b=b-b=a’>=ab e ab=">b*> = a® =%
Caso 2: b #0.
=P =d-P=0= (a-b)(a®>+ab+b?)=0=a—-b=0 ou @ +ab+t? =02 a-b=0 =
a=b=a-a=a-be a-b=b-b=a’>=ab e ab="1b*> = a® = >
(%) na prova do ex. 21.(i) j4 provamos que Vb # 0 é verdadeiro que a® 4+ ab +b* > 0 = a® + ab + b*> # 0.

(n) Falso. Contra exemplo: a=1 e b= —1.
a?=1% e V¥ = (—1)2 =1=a%?=1b% logo nesse exemplo a hipdtese é verdadeira.
(a+1) =1+1)2=4 e b+1)2 =(-1+1)2=0"=0= (a+1)> # (b+ 1), logo a tese é falsa.
Hipdétese verdadeira e tese falsa significa que a implicagdo (=) é falsa.

(o) Verdadeiro, Prova:
(<) a=0¢e¢ b=0=a"=0 ¢ b"=0=10a"+b"=0+0=0.
(=) a*+b*=0 e suponha, por absurdo, que a # 0.
£ 0=a'>025 ot 10" > 040 = a4+ b > b e b= 02 > 0= al+ b >0 = at +b' £0.
Contradicdo com a hipétese a* + b* = 0.

Podemos fazer demonstracao analoga, supondo, por absurdo que b # 0.

(p) Falso. Contra exemplo: a=0 e b=0.
a®=02=0 e b¥®*=0°=0=a® =13 logo nesse exemplo a hipétese é verdadeira.
a =0, logo a tese a <0 é falsa.

Hipétese verdadeira e tese falsa significa que a implicacado (=) é falsa.

(q) Verdadeiro. Prova:
caso 1: a=0.
a=0¢e¢ a®+b*=0=a=0=0a=0 ou a<0=a<0.
caso 2: a #0.
a#0 e d®+b*=0=(a<0oua>0) e d®+b*=0=(a<0 e a®>+b*=0) ou (a >0 e a®*+b*=0).
Verificando que a segunda afirmacao da afirmacio composta, isto é, a afirmagdo (a >0 e a®+b* = 0) 6 falsa.
a>0e B’>0=0a*>0e 0= 1*’>0=0a*+b">04+b" e V' >0=0>+b">0=0d®>+b"#£0.
Logo as duas afirmagdes ndo podem ser simultdneamente verdadeiras, isto é, a afirmagéo é falsa.

Assim s6 resta a primeira afirmacdo da afirmacio composta, isto é, a afirmacdo (a < 0 e a® +b* =0) ser
verdadeira. Logo,

a#0 e d®+b*=0=(a<0 e a®+0*=0)=—=a<0=0a<0 ou a=0=0a<0.
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(r)

(s)

A implica¢do (=) é verdadeira (ver exercicio anterior).

A reciproca (<=) é falsa. Contra-exemplo: a= -1, b=0.

a=-1 e—1<0==a< 0= a <0. Logo, nesse exemplo a hipdtese é verdadeira.
a=-1eb=0=ad"=(-1)0)=-1¢e V' =0"'=0=a*+b'=-14+0=-1=a* +b* £0.
Logo, nesse exemplo, a tese é falsa.

Hipétese verdadeira e tese falsa significa que a reciproca (<=) é falsa.

Verdadeira. Prova:

(=) a=0¢e b=0=0a’=0¢e¢ b*'=0=0a>+b*'=04+0=0.

(=) a®>+b*=0 e suponha, por absurdo, que a # 0.
a;éO:>a2>0+:b4>a2+b4>0—|—62:>a2+b4>b4 e b* =0 V¥ >0=0a’+b">0=a*+0*#£0.
Contradicdo com a hipétese a® + b* = 0.

Podemos fazer demonstracdo andloga, supondo, por absurdo que b # 0.

5. Em todos os itens a,b € R.

(a)

(8)

(i)
&)

Falsa. Contra-exemplo: a=—-1#0 e b=1.

1 1 l6gica 1
- =3= -1, b=1, -1<1 EEE G hipétese verdadeira.

a — a

légica ,

ab=(-1)-1=-1, -1<1 =="ab<1l= atese ab>1 ¢ falsa.
Logo, nesse exemplo, a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa, pela logica, a implicagao é falsa. Como a implicagao
é falsa, pela légica, a equivaléncia também é falsa, isto é, pela ldogica, a equivaléncia é verdadeira quando a

implicacao e a reciproca sao verdadeiras.

Verdadeira. Prova:

Uma parte da hipétese: b # 0 FOL6 2 - . (%)

Outra parte da hipétese: b% <a POLS (™ bisz < ab? Eé;? 1< ab® < ab® > 1.

Verdadeira. Prova:

Uma parte da hipdtese: b < 0 P<O:%>7 b <0, (%)

Outra parte da hipdtese: b—lg) <a PO& ) b%bg > ab® 1<DA:§ 1> ab® <= ab® < 1.

Verdadeira. Prova:

Hipéteses,a 20 e b#0 P&%G a?>0eb?>>0 aXiomad:a>ordem 2 a?+b* >0 12>8 p _1|_ b2 lga 2 _1|_ b2 > 0.
Verdadeira. Prova:

Hipéteses, a #0 e b# 0 P%%G a>>0eb®>>0 axioma da ordem 2 +b2>0 ng 2 _1'_ b2 > 0.

Falsa. Contra-exemplo: a = -1, b= —2.

a=-1, b=-2,-2< -1 kga b<a=—= a>b=— a hipdtese é verdadeira.

aQibQ = e i —2)2 = 1i4 = }3 = —% e — % < Otmnsggdade > ib?' < 0= a tese é falsa.

Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela 1égica, a implicacao é falsa.

Verdadeira. Prova:

> produto notével (

Sabemos que a® — b a—b)(a+b) (*)

ansitivids def maior d .
a>b>Otmnsilgd"mdea>b7 a>07 b>0 e magoquca_b>0’ a>07 b>0ax10mad:a>ordem2
i da ordem 2 e (* 1 16gi 1

a—b>0, a+b>0 02O 2y (py(a+b) > 022 >0 =5 > 0.
a? — b? a? — b?

Falsa. Contra-exemplo: a = -2, b=3.

r_1r_ 111 —i<itran5it—l/>idadei<i:> hipétese verdadeira

e« -2 27 b 3 2 °73 a O b P '

transitividade

b=3, a=-2,-2<3 — a<b
Logo, nesse exemplo, a hipétese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

tricotomia da ordem .
= atese b<a ¢éfalsa.

1 1 1 1 (AP5, PAS, AP4
Verdadeira. Prova: a >0, b >0, o < 5 lg) b;a < bTa ( = ) b<a
PO 9, PO 10 AP5, PAS, AP4
Verdadeira. Prova: a >0, b< 0, 1 > % ( = ) bia < b%a (APS, =’ ) b < a.
a a
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6. Exemplo 1: Paraa,b€R, temos que a=b=>a®=">>

Exemplo 2: Para a,b € R, a,b# 0, temosque a=b=— - =15
a

1 1

Exemplo 3: Parax € R, temosque z<2=— 2 <3.
Exemplo 4: Para a € R, temos que a > 1= a%> 1.

Exemplo 5: Para z € R, temos que 1<z =z < z°

(a)
(b)
(a)
(b)

(c
(d
(e
(f
(g
(h

)
)
)
)
)
)
9. (a) E

{zeR; z#-1La#00# +,0#Lx#2} = (—00,—1)U(-1,0)U (0,5) U (5,1) U(1,2) U (2,00)

z€ER; z#-1l,x#1}=(—o00,—-1)U(-1,1) U(1,00)
r=0,r=1,r=—-1 ou = -2

r=2 ou x= -3

z=0 :l,x:_:g%m ou x:_g)%m

{reRz<0oul<z<2}=(—00,0)U(1,2)

{z € R} = (—o0, x0)

{xr e Rz > 0} = [0, 00)

{zeR; z#-1Lz#00# o4l x#2 <1} =(-00,-1)U(=1,0)U (0, ) U (5-,1)
{xe]Rg:<—1}—(— ,—1)

(z) estd definida em: {xeR;m;ﬁ%,x;ﬁ 2
(z)=0 2=-2—+T ou z=-2+V7
(z) > 0: {xeR;x#%,x#%}ﬂ{x<f2f\ﬁ ou %<X<72+\/7}:(foo,f2f\ﬁ)u(l4—5,f2+\ﬁ)
) {meR;x#%7x7éf—5}ﬁ{—2—\[<x<i ou X>—2+\ﬁ}:

(2 VT 2)U(2 ) U2+ Vo)

1N
N—
C
—~
S
N—

— (oo 3) U (%,

5

E
E

E(z) estd definida em: {z € R;z # 1,2 # 2} = (—o0,1) U (1,2) U (2,00)

E(x)=0. z=3

E(x)>0: {rzeRz#lz#2}N{r<1l ou 2<x<3}=(—00,—-1)U(2,3)

E(x)<0: {zeRz#lz#2}Nn{l<z<2 ou z>3}=(1,2)U(3,00)

E(x) estd definida em: {reRjz# -4 ,2# 5} =(—00,—5)U (-5, 5 ) U (5 )
E(z)=0: z=1 ou z=-3

E(x) > 0: {J:G]R;x#—%,x;é%}ﬂ{—%<:c<l ou m>%}=(—%,%)u(%71)u(%,oo)
E(z)<0: {zeRaz#-+t2#+n{z<—4 oul<z<3}=(-00,—%)U(l,2)
E(z) esta definida em: {z € R;z # 2} = (—o00,2) U (2, 00)

E(xz)=0. x=3

E(z)>0 {zeRz#2}n{r<2}=(-0,2)

E(z)<0: {zeRz#2}Nn{2<z<3 ou z>3}=(2,3)U(3,00)



