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RESPOSTAS DA LISTA 3 - Numeros reais: maédulo e raizes

1. Em todos os itens consideramos a, b, ¢ € R.

(a)

Falsa. Contra-exemplo: a = —r.

definicado de médulo PA 9 o2 ’ .
a=-me —m<0 = la| = | —m| = —(—7) =" 7m = ahipdtese |a|] =7 é verdadeira.
a=—-—T e —T#*mT=—>atese a=m éfalsa.

Logo, nesse exemplo, a hipotese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

Verdadeira. Justificativa:

111 PA 27 diferenca e AS 4 légica
|ab] =" |a|-|b| =" |ab|+(—lal - [b]) = |al-[b|+(—[a| - [b]) " = lab|—al-|b| = 0°="[ab| —|al-[b] =
0.
Falsa. contra-exemplo: a=-2aae b=-—1.
Temos que a=-2,b=-1,-2< —1 = a afirmagdo a < b é verdadeira.
Temos que a= -2, —2<0, b= -1, —1 <0, usando a definicao de médulo,
obtemos |a| = | —=2|=—=(-2)=2 e |a|=]|-1]=-(-1)=1.
Logo, de |a| =2, |b| =1, 2> 1, concluimos que |a| > |b|, dai, pela tricotomia da ordem, a tese |a| < |b]
é falsa.
Logo, nesse exemplo, a hipotese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.

Verdadeira. Justificativa:

def médulo |a| - g lei do cancelamento a+ |a‘ —a +( ) ASH a+ ‘a| —0.

a<0
Falsa. Contra-exemplo. Para a = 0 néo vale a volta, isto é, a + |a| =0 #= a < 0.

Quando a = 0 temos que a + |a| =0+ |0] =0+ 0 = 0, logo a hipdtese da volta a + |a| = 0 é verdadeira.
Mas a = 0, pela tricotomia da ordem, concluimos que a tese da volta, a < 0 é falsa.

Logo, nesse exemplo, a hipotese é verdadeira e a tese é falsa, pela légica, a implicacao é falsa.
Verdadeira. Justificativa:

transit_l/}idade def modulo |a| = —a e ‘b| = —}. (*)

Por outro lado, a<b e —1<0 =4 —a>—b2|a|>|b\.

a<b<0=—=a<bebdb<O <0 e b<O

Verdadeira. Justificativa:

def médulo

c>1lel>0=c>0 = |c]=c (%)
> 1 ey (c1) > 04 (- c-1>02L ) —1>0.

Verdadeira. Prova:

diferenga e AS4
1) TR

transitividade
— |

Uma hip6tese: |a| <b e b<|c|—1

exercicio anterior |

lal <=1 e | =1>022 —(jc]—1) <a<|d—1

al < el —1.

Outra hipétese: ¢ > 1 ¢/ —1> 0. Logo:

PA 21, PA 9, AS3
= 11—l <a<|e—1.

Falsa. Contra-exemplo: a=1, b=2, c¢=-1.
Substituindo no lado esquerdo, [a+b—c|=|14+2—(-1)| =3+ 1| = |4] = 4.
Substituindo no lado direito, |a| + |b| — |¢| = 1| + 2| = | =1 =14+2—(—(-1))3—-1=2.

Como 4 # 2, nesse exemplo, |a+ b — c| # |a| + |b] — ||, logo a igualdade é falsa, pois para ser verdadeira,
teria que ser verdadeira para quaisquer valores de a, b, c.

Verdadeira. Prova'

1
a#0 e b£0-2 |a| >0 e |b|>0f£>8| >0 ﬂ>0'

1 1 11 1 1
Assim, |B] < |a ‘PO9|b‘| ‘<| al— PO 9 e AP3 AP3 e AP4

= || < la|]— = < —.
lal 6]l lal [b] lal = ol

2. Sejam a,b,x € R, b > 0.

|t —a|<be= -b<r—a<b <<= —b+ta<zr—at+a<b—a

PO AS3, AS4, AS5, def dif
) oD ( S5 def diferenca) - b o < b—a.
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3. (a) Verificando a simplificagéo,

22 -5 >8«=2(z—-3)|>8 <= 2|z - 3| >8 =2z - 3| >8«= |z - 3| >4
pela interpretacao geométrica, significa que é preciso encontrar todos os pontos x cuja distancia ao ponto
5 ¢ maior do que 4 unidades, isto é, sio os pontos iguais ou & direita do ponto 3 +4 = 12 ou iguais ou a

esquerda do ponto g —4 = f%, veja reta numérica da fig. 1.
5 3 5 ~
77473 2 §+4=§ Solucao S = (—oo,—%} U [123,00)
Fig. 1

Sabemos que |az — b >0 Ve R.

<= 0> ¢, temos que |ax —b| >0>c VzeR. Solugao .
:

pela interpretacao geométrica, significa que é preciso encontrar todos os pontos x cuja distancia ao ponto

g é maior do que ‘L unidades, isto é, sao os pontos iguais ou a direita do ponto g + ﬁ

al

jaz = bl 2 c = Ja(z = )| 2 c=lalz = 2|z e |o - 2 2 1

lal

ou iguais ou a

esquerda do ponto 3 — ﬁ, veja a reta numérica da fig. 2.

b ¢

c
—- -
a lal

b
a

o |oT
'

Solucao

a

o[ 4

Fig. 2
Sabemos que |ax — b >0 Vz eR.

temos que |axz — b| < ¢ < 0. Mas Azx;|ax —b| <0 Solugéo.
|a:c—b|<c<:>|a(sc—3)|<c<:>|a||z—§|<c<:>|x—§|<ﬁ

pela interpretacao geométrica, significa que é preciso encontrar todos os pontos x cuja distancia ao ponto
g é menor do que ﬁ unidades, isto é, sao os pontos a esquerda do ponto g + ﬁ e a direita do ponto
<

b _
a la

, veja a reta numérica da fig. 3.

< ©
b ¢ 2 b ¢ = b c b c
2Tl 2t il Solugao |S = (5 “Tal'a T al
Fig. 3
y
6
10y
i y
8 y=|x-4]| 4 4
y =
N N N ¥=(0,75)l4
4 y=(1,5)I4 2
2+ —_—
: « 4 2 Jo2 4 6 — —
4 2|0 4 6 8 10 12 14 ———r—e— X + 2 0oz 4
27 8 65 3-2 Jo 23 v
J N
y=(1,5)x-4|
24Y
4 y=-2+(0,75)[x+3|
0 X
24 BN 4 2 0o 2
y 0 —y X 2
44 y=-2+|1 02 4 6 8 10
2
(d)
0 X
— —
X 4 -2 02 4 6 = X
) 2 2 4 2 2 4
y=-Ix y=-(15)
y
8- 4
6- 2- 2 3 y T T T b lx
=_2+|x+ -4 2 2
4] p y | IX 24
T T T T T T T -2
24 y=5+|x-4| 6 N4 - 02 4 6 0 i _x
0 2 4 6 8
0 X -2 -4
T T T T T T 24 y=3-(1.5)x-4]|
02 4 6 8 10

N
L

y=-2-(1.5)|x+3|




Lista 3 de Matematica Basica I 2015-1 (RESPOSTAS)

5. (a) =0 ou x=28/3 (e) [O,oo) (i) z=1/3 ou xz=7/3
(b) (0,8/3) (f) == (3)
(¢) (0,00) (8) z=2 ou z=4/3 (k) (1/3,7/3)
(d) (=00,0) (h) [4/3,2] QN
a se a>-a a se a+a>0
6. (i) a,—a € R. Logo, mdx{a,—a} =< a se a=—a = méx{a,—a}=4¢ a se a+a=0
—a se a<-—a —a se a+a<0
a se 2a >0 a se a>0
APLe P max {a,—a} =< a se 2a=0 £2 max {a,—a} =< a=0 se a=0 (%)
—a se 2a<0 —a se a<0
a se a>0
Por defini¢do, l[a|=¢ 0 se a=0 Comparando a definigdo de |a| e (*), concluimos que
—a se a<0
la| = méx{a, —a}.
a se a<—a o o ass a se a+a<0
(ii) a,—a € R. Logo, min{a,—a} =4 a se a=—a S min{a,—a}={ a se at+a=0
—a se a>-—a —a se a+a>0
AP4. ASP e POO a se a<0 —a se a>0
= min{a,—a} =¢ a=0 se a=0, istoé, min{a,—a}=¢ 0 se a=0 (xx)
—a se a>0 a se a<0
—a se a>0 —a se a>0
Mas, por defini¢do de médulo, —|a|] =<¢ —0=10 se a=0, istoé, —laj]=47 0 se a=0
—(—a)=a se a>0 a se a<0

Comparando —|a| e (xx), concluimos que —|a| = min{a, —a}.

7. Vamos provar primeiro que Va, b € R, temos que a < méx{a,b} e a > min{a,b}

Pela tricotomia da ordem, sd hd trés casos admissiveis e distintos, (i) a < b, (i) a =b, (iii) a > b.

Primeiro vamos aplicar a definigdo de méx {a, b}:

loglca loglca

i)a<b=a<b e mix{a, b} =b == a <max{a,b} = a < méax{a,b}
ii) a = b= méx{a,b} = a'Ba < méx {a,b}

log]ca

(

(

(i) @ > b = méx {a,b} = a
(%)

Agora vamos aplicar a definigdo de min {a, b}:

i)a< b= min{a,b} =a 198" 0 > min {a,b}
ii) a=b=min{a,b} =a 1% > min {a, b}

loglca oglca

iii)a>b=a>b e min{a,b} =0 =
)

a > min{a, b} =

(
(
(
(

a < méax{a,b}. Logo, por (i), (ii), (iii), concluimos que a < méx {a, b}.

a > min {a, b}. Concluimos que a > min {a, b}.

Agora, substituindo b por —a em (x)e (xx), obtemos a <méx{a,b} e a>min{a,b}.

Aplicando (i) e (ii) do exercicio anterior, concluimos que a < |a| e a > —|al.

8. —la]<a<|a|l, VaeR & el EL _Ja)<a e a<l|a, VaeR. Eamesma afirmacio do exercicio anterior, j4
provada.
9. (a) Falsa. Contra-exemplo: x = —2.
Vi(—2—-1)2 9 1 —2-1)2 1
Verificando, Q =—=1 e =—1. Logo ( ) #+

(-2)2-1 3 —-2+1
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10.

11.

12.

(b) Verdadeira.

Sabemos da propriedade de ordem dos niimeros reais que z? = y? <= z =y ou z = —y. Mas se
z,y > 0sabemos que x = —y<—=ax =0 e y=0.
Isto é, sabemos que quando z,y > 0 vale a equivaléncia 2 =% <=z =y.

2
Agora considerando z = \/a e y=+b, temosque z2=(va)=a e y®= (\/5) =b.

Por hipétese, a,b >0, logo (ya)’ = (\@)2 — a=+b.
Assim, a,b>0, vale a=b<= a=b

(c) Verdadeira. Sabemos que Vz,y € R, vale r=y<=22 =13 =22 .23 =9% 3 = 2% =5,
Considerando a,b€R, z=a e y=+b, vale Ja= b (\5/6)5 = (\75)5 <~ a=".

(d) Verdadeira.
Sabemos que vz — 1 est4 definida se e sé se = —1>0. Logo,
r-l<dyz—Tesa—1<4/T—1c a-1>0<= (z2—-1)2< (4/z—1)" < (z—1)2 < 16(z —1).

(e) Verdadeira. Vat=/(22)* = 22| =22 e Vab=y (22)® = 22 = Va2t = V/ab.
(f) Falsa. C.Ex: 2= —1. Verificando, ¢/(-1)20=+v1=1 e (~1)°=1. Logo, +/(—1)20 # (-1)°.

(g) A desigualdade é falsa quando z = 0.
Mas, vamos tentar encontrar as condigoes que seria verdadeira se x # 0.
Va0 < V22— </(m10)4 < \/(9612)2 = |21 < 212 = 210 < 2!? = 210 < 2?20 X0 ] < 42,
Assim qualquer exemplo onde —1 < & < 1 tornara a desigualdade falsa, logo a afirmagao é falsa.
(h) Verdadeira.
Primeiro vamos verificar o dominio da inequagao: z€R; z—1>0 e x—2>0.
Logo o dominio é: xz €R; z>2. Também sabemosque +vz—2>0 e +z—1>0.

a ¢
Assim podemos usar a propriedade dos reais, no casoem que b >0 ed >0 vale 7 < p <= ad < bc.

Mas cuidado com essa propriedade, ela nao é verdadeira em qualquer caso !!l.
1 1
Como +Vz—2>0 e x—1>0, vale < — Vr—2<+vx—1.
ve—1 x—2
Considerandoa=2—1>0 e b=z —2 >0 podemos usar a propriedade a < b <= /a < vb. Logo,

1 1
< =S Vr—2<yVr—-l<=zr-2<zr—-1<= -2<—-1.
Ve —1 VT —2 \/7

Como —2 < —1 é verdadeira para V x € R, a primeira desigualdade sera verdadeira para todo x no
dominio da desigualdade, isto é, para todo x; = > 2.

(i) Verdadeira.

Exibindo um exemplo, a = 3. Verificando, 32+ 16 =+v25=05 e 3+4=7. Logo, v/32+ 16 # 3+4.
(j) Verdadeira.

Exibindo um exemplo, a =0. V02+16=+v16=4 e 0+4+4=4. Logo, V02+16=0+4.

Na verdade esse é o tinico exemplo onde Va2 +16=a+4, istoé, Va2i+1l6=a+4<=a=0.

(a) x=2 (b) (0,1) (¢c) z=0

(a) E(x) estd definida em [1,4)U(4,00). E(z)>0se z>4. E(x)<0se 1<z<4. Azx; E(z)=0.
(b) E(z) estd definida em (—oo, 1) U (3,1) U (1, 00).
E(z)>0 em (3,1)U(1,2). () <0 em (—00,3)U(2,00). E()=0 em z=3.

(@=2? (=37

(a) 1 T 1. Elipse de centro (2,3) e semi-eixos a=2, b=4.

(b) 4(z —2)2+ (y—3)> =0. Caso degenerado, ponto P = (2,3).

(c) :cf% = f%(yf 1)2. Parébola, vértice (%, 1), eixo paralelo ao eixo z, concavidade voltada para esquerda.
2 -1 2

(d) % - % =1. Hipérbole, eixo paralelo ao eixo z, centro (0, 1), semi-eixos a = QTW e b=+T1.

2 2
(e) (m — g) + (y + g) = —5. Caso degenerado, nao ha solugao.



