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Calculo I11-A = Médulo 2

Aula 3 — Mudancga de Varidveis na Integral Dupla

Objetivo

e Aprender a fazer mudanca de varidveis em integrais duplas.

No Calculo I, vocé aprendeu a férmula da mudanca de varidvel para uma fungdo de uma varidvel:

b d
[ #@ris= [ flgw)g@au.
Para as integrais duplas, temos uma férmula andloga.

Uma mudanca de varidveis em um subconjunto de R? é dada por uma transformacio
v: Dy CR? — R2
(u,v) — (z,y) = p(u,v) = (a:(u,v), y(u,v))

de classe C'! e injetora no interior de D,,.

v Yy

u i

Suponhamos que o jacobiano de ¢, Jo(u,v) seja diferente de 0, isto é,

or Ox
_ ~Oxy) | du ov
‘]_J”(“’“)_a(u,v)_ ay oy #0.
ou Ov

Prova-se que dxdy = |J| dudv.

Seja D,y = ¢ (Dyy). Entdo, se f(x,y) é continua em D,,, temos:

[ sy = [ £t yw0) 1] dudo.

D$y Duv
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OBS.: Pelo teorema da func3o inversa, o jacobiano de ¢! é dado por

ﬁ‘d& du du
K ox 8y -1 1
Jp! = = (J =
\ ¥ (I,y) @ @ ( @(U,U)) J(QO(U,/U))
—== or 0Oy

Exemplo 1

g ./ . . . 6
Calcule, utilizando uma mudanca de varidveis conveniente, a integral //(“Z%yx) dxzdy, sendo D,, a

Dy
regido limitada pelasretas y +z =3, y+xr =5, y—xr=1ley—xz = 3.

Solugdo:

O esbogo de D, é:

Facamos u = = + vy, v =y — x, que nos da

{u+v:2y {x:%
ou
u—v =2 utv

Yy="
Temos,
Ooxr Oz 1 1
COwy) | ouw ov | |2 2| 1
J_a(u,v)_ oy oy | |1 1 _27&0'
Ou v 2 2

Como dxdy = |J| dudv, temos dxdy = % dudv.
A seguir, vamos determinar D,,,,.

Como D,,, é limitado pory+x =3, y+2 =5 y—x=1ey—x =3, aregido D,, é limitada por
u=3, u=5v=1ev=23.
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w
P I
IS

Segue da férmula da mudanca de varidveis que

//—(2t26dxdy://%~%dudv = %//%dudv

Dmy Dy Dy

5 3
= %/u6/ %dvdu
3 1
5 3
= l/ u6[lnv] du
2/, L

5
:ln_3[u_7}
2 73

_ In
= (57— 3T)ln

Aula 4 — Integrais Duplas em Coordenadas Polares

Objetivo

e Estudar uma mudanca de varidveis bastante usada: coordenadas polares.

No Cilculo |1, vocé aprendeu coordenadas polares (r, 6), onde r é a distancia de um ponto P = (z, )
a origem e 6 o angulo (em radianos) formado pelo eixo z positivo e pelo raio polar OP.

y A

P(x,y)

<

% 0

UFF IME - GMA
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Da figura, vemos que x = 7 cos, y = rsen 6 portanto x + y? = r2.

Ent3o, consideremos a mudanca de variaveis dada por

] x=rcosf
v y=rsenf ’

onder >0 e 6y <0 < 6y+ 2w, para algum 6y € R.

O jacobiano de ¢ é dado por

Or Ox
. Oxy) | or 00 | | cos® —rsenf | 9 2,
J_(]gp_a(ne)_ 9y oy |~ |send reosd =rcos O +rsen“f=r.
ar 90
Entao,
//f(a:,y)dxdy: //f(rcos@,rsen@)r drdf .
D Dy
OBS.:
q‘ 1. O termo dxdy ndo é substituido por drdf, mas por rdrdf.
o g

2. A drea de D, em coordenadas polares, é dada por

N o= [

Exemplo 1

Calcule //6352”2 dxdy, onde D é a regido limitada pela curva y = v/1 — 22 e pelo eixo .
D

Solugéo:

O esboco de D é:
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Passando para coordenadas polares, temos:

x = rcost

y= rsent

dxdy = rdrdf
22yt = 12

Observemos que em D o dngulo 6 varia de 0 (no eixo polar = eixo x positivo) a 7 (no ponto (—1,0)).
Fixado 6, tal que 0 < 0 < m, o raio polar r varia de 0 a 1. Entdo, D,y é dado por:

0<o<nr
Dre‘{ogrg

1 pm 1
// S dxdy = // e rdrd = / / e r dodr = 7T/ e rdr .
s s 0Jo 0

Temos d(r?) = 2r dr, portanto rdr = 3d(r?). Ent3o,

1 1
//612“42 dxdy = g/ e’ d(r?) = z [e’”z} =Z(e—1).
0 0
D

Logo,

Exemplo 2

Calcule T ://y dxdy, onde D é limitado por 22 + 3% = 2y.
D

Solugdo:

Completando o quadrado em 22 +y? = 2y, temos 2>+ (y—1)? = 1. Logo, temos uma circunferéncia
de centro (0,1) e raio 1. Assim, o esbogo de D é:

yu
2

X

Calcular I, enquadrando D como tipo | ou tipo Il, é uma tarefa dificil (verifique), entdo passemos
para coordenadas polares. Temos,

xr = rcosf

y = rsent

dxdy = rdrdf
2yt = 1
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Passando 22 + y? = 2y para coordenadas polares, temos r? = 2rsenf ou r = 2sen . Observemos
que, como o eixo x é tangente a circunferéncia na origem, 6 varia de 0 a 7. Fixando 6, tal que
0 <6 <, o raio polar r varia de 0 a 2sen#. Logo, o conjunto D, é dado por

0<o<nrm
Drei
0<r<2sent

I = //rsen@-rdrd@
D'r9
= //r2 sen 6 drdf
D'r9

T 2sen 6
= / sen@/ r2drdf
0 0
™ 3 2sen 6
_ / sen@[’"—] a9
0 o

= g/ sen* 0 df .
0

sent§ = (sen26)” = (1_‘32A29)2 = 1 (1 —2cos26 + cos® 20)

Ent3o,

Vale a pena lembrar que

/COSQUdu:%(u—%%) +C

Ent3o,

/ (1 —2cos26 + cos® 20) db
0

2
3

W

2

: 1/ (1 —2cos 26 4 cos® 20) d(20)
0

s

[20—28en29+%(20+w)}

Q=

0

1 . sen 460 T
= 5[36 — 256D2¢9+ T]O

= .

Exercicio 1: Calcule //z—;z dA, onde D é a regiao compreendida pelasretasz—y =0, x—y =1,
D

r+y=1lex+y=23.

Exercicio 2: Use a transformacio u = £ e v = xy para determinar //xyS dA na regido D do
x
D

primeiro quadrante, limitada por y = x, y =3z, vy = 1 e xy = 4.
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Exercicio 3: Calcule a integral dupla //6_(“”2*92) dA, onde D é a regido contida na circunferéncia
D

22 +y? = 1.

Exercicio 4: Calcule //\/ac2 + y2dxdy, onde D é o disco centrado fora da origem, dado pela

D
desigualdade 2% +y* < 2y ou 22 + (y — 1)2 < 1.

\/% dA, onde D é a regido no primeiro quadrante fora da circunferéncia
4 +y

r = 2 e dentro do cardioide r = 2(1 + cos 0).

Exercicio 5: Calcule / /
D

Exercicio 6: Calcule as integrais, transformando-as em coordenadas polares.

Ve 32 3 VIS—a?
a) / / (22 +y*)" " dydx  b) / / sen (22 + y* + 1) dydzx
—-1J0 0 Jx

Exercicio 7: Determine o volume do sélido W, limitado pelo paraboloide 2z = 4 — 22 — y? e pelo
plano xy.

Exercicio 8: Determine o volume do sélido W no interior da esfera 22 + 3% + 22 = 4 e do cilindro
2?4+ (y — 1) = 1 e acima do plano z = 0.
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