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Calculo IH-A — Médulo 10

Aula 19 — Superficies Parametrizadas

Objetivo

e Estudar as superficies parametrizadas, visando as integrais de superficie.

Superficies parametrizadas

Definicdo: Dizemos que S C R? é uma superficie parametrizada se existir uma funcio

vetorial continua

¢: DCR*> — R?
(u,v) +— @(u,v) = (:E(u,v),y(u,v),z(u,v))

tal que S = (D).
v A

¢(u,v)

\ﬁ

As fungbes = = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) sdo chamadas equa¢cdes paramétricas de S.
Se ¢ for diferencidvel em (ug,vy) € D, fixando v = vy, obtemos uma curva diferencidvel
Cl : P)/(u) = QO(U7 UO) = (x(u, UO)? y(“? UO)? Z(U, /UO))

(Veja a figura a seguir).
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g—f(uowo) %S(U()’v())
" S =¢(D)
_¥
(u0,v0)
e
T
>e 0 0 0 0
%
VI(UO) = 3_(5(%’”0) = Spu(u()uv()) = (8_2(%’”0)’ 3—Z(U0,U0), 3—Z(U07U0)) # 0,
segue que ¢, (ug, vg) € um vetor tangente a C; em ¢(ug, vy).
Analogamente, se
0 0 0 0 —
a—f(uoavo) = (0, Vo) = (a—i(uo,vo), a—z(uo,vo), a—Z(UoﬂJo)) # 0,
entdo este vetor é um vetor tangente a Cy em ¢ (ug, vp).
Se o vetor
0 0 —
N = ﬁ(u()av()) = 8_5(%’”0) X a—f(uo,vo) = @u(uo, v0) X @u(ug,v9) # 0,

entio N & um vetor normal a S em o(ug, vy). O vetor 7 = ”ﬁ” é um vetor normal unitdrio a S

em ¢(ug, vp).

Dizemos que S é regular em ¢(ug, vg) se ﬁ(uo,vo) # 0. O plano tangente a S em @(ug,vg) €
dado por

[(I', Y, Z) - QO(U(), UO)] ' Nz(u()a UO) =0.
Apresentaremos, agora, parametrizacoes das principais superficies.

1) Plano S

_)
Sejam F, € S, @ e b nio paralelos contido no plano S. Seja P € S. Entdo, existem escalares u
e v, tais que N o
Poﬁ:uﬁ—i-vb <:>P:P0+u7+vb .

Entdo, uma parametrizacao de S é dada por

_)
o(u,v) = Py+ud +vb com (u,v) € R?.
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Da Geometria Analitica, vemos que um vetor normal a .S em F, é:

NeTxb.

2) S = gréfico de z = f(x,y), com (x,y) € D e f(z,y) de classe C!

2 A

X
Uma parametrizagdo natural (ou candnica) de S = G (grafico de f) é dada por

p(a,y) = (v,y, f(z,y)), com (z,y) € D,
Um vetor normal é dado por

5 ) .
N-= a—i(x,y) X a—j(x,y) = ul,y) X oy(w,y) = (= falw,y), = fy(w,y), 1). Verifique!

— .
Como ﬁ(x,y) # 0, para todo (z,y) € D, segue que S = Gy é uma superficie regular.

3) Cilindro 2 + y?> =a? a >0

Utilizamos as coordenadas cilindricas para parametrizar um cilindro de raio a. Tem-se

T = acosb
y = asent
z2=2z

UFF IME - GMA
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Entdo, ¢(0,2) = (acosf,asend, z) com (0,z) € D :0<60 <27, z € R é uma parametrizagdo de

S.

Verifique que ﬁ = y(0,2) xp.(0,2) = (acosf,asen,0). Logo, N) = (z,y,0) é um vetor normal
exterior a S em cada (z,y,z) € S, portanto 7 = (x%‘yl,o) é o vetor unitario normal exterior a S.

4) Esfera 2> +y* + 2 =a* a >0

Utilizamos as coordenadas esféricas para parametrizar a esfera. Tem-se

x = asen ¢ cos
Yy = asen ¢ sen 6
Z = acoso

com0< ¢ <7mel<H<2r. Entlo,
©(¢p,0) = (asen ¢ cosf, asen psend, acos )

<¢,0>6D:{O§¢§W
0<6<2r.

com

Verifique que

N = g—z X g—g = (a?sen? ¢ cos 0, a® sen? ¢ sen 6, a® sen ¢ cos ¢)
IN|| = a?seno.

Logo,
LN w60 (v,y,2)

TR e e
ﬁ (z,9,2) «

= == é o vetor unitario normal exterior a esfera.

isto &,

5) Superficie de revolugao S

a) Seja C' uma curva no plano yz dada por

coma<t<bey(t)>0em la,b.

UFF

IME - GMA
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Ao girar o ponto (0,y(t), z(t)) ao redor do eixo
z, na altura z(t), obtemos uma circunferéncia
de raio y(t), parametrizada por ZA

(y(t) cosf,y(t)send, z(t)) ,

com 0 < 6§ < 27.

Fazendo ¢ variar de a até b, a circun-
feréncia comeca a se deslocar segundo a altura
z = z(t), gerando a superficie de revolugdo S
da figura ao lado. Tem-se

S :o(t,0) = (y(t) cosd,y(t)senb, z(t)) 2
onde x - Y

a<t<hb Y
(t’e)ED'{Ogegmr.

Observe que na superficie S tem-se:

y(t) = raio de uma circunferéncia transversal

z(t) = altura desta circunferéncia.

b) Se C' é uma curva no plano zz dada por

x = xz(t)
C:¢ y=0
z = z(t)

com a <t < b, entdo:

x(t) = raio de uma circunferéncia transversal

z(t) = altura dessa circunferéncia.

Logo, uma parametrizacao da superficie de revolucdo .S, obtida girando C' ao redor do eixo z, é
S o(t,0) = (z(t) cos 0, z(t) sen b, z(t))

com
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Aula 20 — Area de Superficie

Objetivo

e Estudar as areas de superficies parametrizadas.

Area de superficie

Seja S uma superficie parametrizada por p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D onde D é
um conjunto compacto e ¢ de classe C'*> em um conjunto aberto contendo D. E necessario também
que @ seja uma funcao injetora, exceto possivelmente na fronteira de D, e que S seja regular, exceto
em um numero finito de pontos.

Daqui por diante, até o final do curso, trabalharemos somente com superficies descritas acima.

Definimos a area de .S por

A(S) = //’ g—f(u,v) X g—f(u,v)H dudv .

T

OBS.: Se S for o grafico de uma funcdo de classe C!, z = f(x,v),
ﬂ%q}gf (z,y) € D, onde D é um conjunto compacto que tem &rea, entdo

\ ) = [[\r+ o+ ()7 daay.
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S = Gy (grdfico de S)

Exemplo 1

Mostre que a drea da esfera S : 2% + y? + 2? = a?, a > 0 é dada por A(S) = 4mwa®.

Solugdo:

Usando as coordenadas esféricas com p = a, para parametrizar a esfera, tem-se
©(¢p,0) = (asen ¢ cosb,asen psend,acos )

com (¢,0) € D:0< ¢ <mel <6 <2m Calculemos ¢, X g (¢,0) = g—‘; X g—g(¢,9) e seu
maodulo.

Tem-se p, = (acos ¢ cosf,acospsend, —asend) e py = (—asen ¢psend, asen g cosf,0), logo

= e -
i J k

Yo X Py = acospcost acospsent —asen o
—asen ¢senf asen ¢ cosb 0

= (a?sen? ¢ cos B, a’ sen? ¢ sen d, a” sen ¢ cos ¢ cos” 0 + a* sen ¢ cos psen” )
A >y

~
=a?sen ¢ cos ¢

= asen ¢ (asen ¢cosf,asen psenf, acos )

= (aseng) - p(¢,0).

Esta dltima expressao mostra que o vetor normal em cada ponto da esfera é radial, isto é, é um
mdltiplo do vetor posicdo ¢ (¢, 0).

Tem-se |[py X @q (6,0)]| = |lasend||¢ (¢,0)|| = a*[sen¢| = a®sen¢ pois 0 < ¢ < T, isto §é,
s X ol = a?sen ¢ (memorize este resultado). Como A(S) ://HS% X gl| dpdl, temos
D

T £27 T
A(S) = //a2 sen ¢ dodf = a2// sen ¢ dfd¢ = 27ra2/ sen ¢ dp = 2mwa’ [ — oS qb]g = 4ma® u.a.
0Jo 0
D
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Exemplo 2
Calcule a area da superficie z = /22 + 92, 0 < 2 < 1.
Solugdo:

O esboco da superficie S é:

Temos S : z = ya2+y?, (z,y) € D : 2> +y*> < 1. Também temos f, = —Z—
N—— V/$2+y2
flzyy)

— Y

e fy, = T Logo,

.1'2 y2 x2+y2
\/1+(fx)2+(fy)2=\/1+ + \/1+x2+y2=\/§.

22 1 42 x2+y2:

Como

A(S) =// \/1+(f:c)2+(fy)2dxdy
temos

A(S)://\@dxdy:\/ﬁ//dxdy:\/§-A(D):\/§-7r-12:7r 2 ua.

Exercicio 1: Seja S a superficie parametrizada por ¢(u,v) = (u,v,1 —v?), comu >0, v > 0 e
u+v<1.

a) Desenhe S.

b) Determine o plano tangente a S no ponto ¢ (1/2,1/4).

c) Determine a area de S.

Exercicio 2: Esboce e parametrize as superficies abaixo, indicando o dominio dos pardmetros:

a) S={(z,y,2) eR® a?+y?+22=4, z>1}.

UFF IME - GMA
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b) Sz{(x,y,z) R 2= /3022 +y?), x2+y2+z2§1}_
c) S={(z,y,2) R} z+y+2=2 2°+y* <1}
e) S={(z,y,2) e R% 2*+y*=2y, 0<z<a?+y°}.

Exercicio 3: Seja C' = {(O,y, 2) eR3 224 (y— 2)2 = 1}. Ache a area da superficie gerada pela
rota¢do do conjunto C' em torno do eixo z.

Exercicio 4: Seja S a superficie obtida girando-se o segmento de reta de (0,1,3) a (0,3,1) em
torno do eixo z.

a) Dé uma parametrizagdo de S.
b) Calcule a drea de S.

Exercicio 5: Determine a 4rea do paraboloide » = 2 (22 + y?), abaixo do plano z = 8.

Exercicio 6: Calcule a area da superficie S parte do plano = + y + 2z = a, interior ao cilindro

? +y* = a®

Exercicio 7: Calcule a drea da superficie 2 = /22 + 42, (v — 2)* + 4y? < 1.

Exercicio 8: Determine a drea da porcio da esfera 22 + y? + 22 = 4, cortada pela parte superior do

cone 7% + y? = 2%
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