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Calculo I11-A = Médulo 11

Aula 21 — Integral de Superficie de um Campo Escalar

Objetivo

e Estudar as integrais de superficie de um campo escalar.

Integral de superficie de um campo escalar

Definimos a integral de superficie de um campo escalar continuo f(z,y, z) sobre uma superficie S,
parametrizada por ¢(u,v), com (u,v) € D, da seguinte maneira:

//de //fxy, )dS = //f (u,v) ia—‘pxg—f”dudij
ds
onde dS = Ha‘p X a“"H dudv é o elemento de area.
OBS.:
a) Temos que, se S é o grafico da fungdo z = z(z,y), com

(r,y) € D, entdo,

/de = /f(x,y,z)dS
ﬁ%ﬁ& S S

\ //fxyxy \/1 7,V )" dudy

ds

onde dS = \/1 + (2:)° + (2,)? dady é o elemento de area.

b) SeS—SlLJSQLJ---USn,entéo//de—Z//de.
S =1 S;
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Exemplo 1

Calcule //a:y dS, onde S é parametrizada por ¢(u,v)
S

(u,v) eD:0<u<lel<wv<u.

Solugéo:
Temos Op_ (1,1,2) e 9 _ (—1,1,1), portanto
ou B ov T
R
0 0 1) 0
ARV 1 2 |=(-1,-32 e |&
ou  Ov 11 1 ou

Logo, dS = v/14 dudv.

é/xyds:é/(“_v)(uﬂ)\/ﬂ dudy

Exemplo 2
1

Calcule —_—_—
v/ 1+4z2+4y?

s
do cilindro 2% + 3? < 2y.

dS, onde S é a parte da superficie z

c) Se f(xz,y,z) =1em S, entdo //1 dS—// ds = A(9).
S S

(u —v,u + v,2u + v + 1) com

« 9%

o =V1+9+4=+14.

V14 / / (u? —v?) dudv

\/ﬂ/ol/ou(zf —v?) dvdu

1 u
\/ﬂ/ [U2U — g} du
0

0

\/ﬂ/ol[u:g—“;} du

1

=1 — 2% — y? que se encontra dentro
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Solugao:

O esboco de S é dado na figura que se segue.

Temos S : z =1 — 2% —y* com (x,y) € D : 2% +y? < 2y. Como dS = \/1+(f$)2+(fy)2dxdy,
—_——

f(zy)
entdo dS = /1 + 422 + 4y? dxdy. Logo

71 = é- W —= —= —= . 2 —=
/ / e W / / e V1 42?42 dady / / dady = A(D) =712 =r.
S D

D

Aula 22 — Aplicacoes a Fisica

Objetivo

e Estudar aplicacoes como calculo de massa, centro de massa e momento de inércia.

Aplicacoes a Fisica

Seja S uma chapa delgada, formando uma superficie no espaco, e seja d(x,y, 2) sua densidade
superficial, que supomos continua. Entdo, a massa M de S é dada por

M://(S(;E,y,z)dS.
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O momento de inércia de S em relacdo a um eixo F é dado por
I = // TQ('CB> Y, 2)5(55, Y, Z) ds
s
onde r(x,y, z) = distancia de (z,y, z) ao eixo E.
Se o eixo E = eixo z, entdo r(x,y,2) = /a2 +y? e

I, = (z* +y*) 6(z,y,2)dS.

m\

Se o eixo F = eixo y, entdo r(z,y, z) = Va2 + 22, portanto
I, = // (* +2%) 6(z,y,2)dS.
s
Se 0 eixo F = eixo z, entdo r(z,y, z) = \/y? + 22, portanto

Ixz// (v +2%) 8(z,y, 2) dS .

S

O centro de massa (7,7, z) é dado por

é [ abe.y.2)as

T M
//y5($,y72) ds
= _ S
4 M
// 20(x,y, z)dS
. S
i .

Exemplo 1

Calcule a massa da chapa fina S, dada por ¢(u,v) = (u,v,2u+v) com (u,v) € D : 0 <u <1
e 0 <wv<u,sendo d(x,y,z) =z +y+ z a densidade superficial.

Solugdo:

Temos

M://(x+y+z)d5://(3u+2v) H% X g—f” dudv ,
S D
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onde NN
Do Oy i j k
%X%: 1 0 2 :(_Qa_lﬁl)
0 1 1
) 0 0
9 PN o (1212 —
|9 x 52| - v T - ve
Logo,

u
du
0

M:\/é//(3u+2u) dudv:\/é/ol/ou(?)u—i-%) dvdu = \/6/01[3uv—1—v2]
= \/6/01 [3u2+u2} du
= \/6/014u2du
_ 46

= 3 u.m.

Exemplo 2

Calcule o momento de inércia da superficie homogénea de equacio z = 2% + 32, com
(z,y) € D:2*+y* <1, em torno do eixo z.

Solucdo:

O esboco de S é:

A superficie S é descrita por

S:z=flr,y)=2"+y*, (v,y) €D: 2 +y* < 1.
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Temos

s = \/1 + (f2)? + (fy) >dudy = /1 + 422 + 4y dady .

]Z:é/(vaLyQ)é(x,y,z)dS:ké/ (z* +9?%) dS

pois S é homogénea. Logo,

[zzk//(a:2+y2) V14 4x? + 4y? dxdy .

D

Ent3o,

Usando coordenadas polares, temos

1, —k;// \/1+4r2rdrd9—2k7r/ ( 4+ 4r )1/2 dr .

0

Fazendo u = 1+4r? temos r* = (u—1)/4 er dr = du/8. Parar =(0temosu =1, e, parar =1
temos u = 5. Entdo

5 5
I, = 2k7r/ w2 de ’f—g/ (w32 — u!/?) du
1 1

km 5 2 °
_ /2 4 3/2
16 {5“ 3" ]1

km 2 4
— 55/2 53/2 T .
16 <5 37 T 15

Exercicio 1: Calcule // (z — 2% + xy? — 1) dS, onde S ¢é a superficie

" -
ou,v)=ui +vj + @ +1)k

com0<u<lel<ov <2

Exercicio 2: Calcule //f(a:,y, z)dS, onde f(z,y,2) =2 +y*e S:2?+y*+22 =4, com 2z > 1.
S

Exercicio 3: Calcule //x22 dS, onde S é o cilindro 22 + y? = a?, com 0 < z < 1.

Exercicio 4: Calcule // xdS, onde S é o tridngulo com vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).

Exercicio 5: Seja S a porcdo do cone z = \/x2 + y? limitado pelos planos z =1 e z = 4.
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a) Parametrize S usando as coordenadas cartesianas.
b) Parametrize S usando as coordenadas polares.

c) Calcule //z2 ds.
S

Exercicio 6: Calcule a massa da superficie S parte do plano z = 2—x dentro do cilindro 2%+ = 1,
sendo a densidade dada por d(x,y, z) = y°.

Exercicio 7: Determine o momento de inércia em relacdo ao eixo da superficie S parte do cone
2% = 22 + y? entre os planos z = 1 e z = 2, sendo a densidade constante.

Exercicio 8: Uma lamina superficial S tem a forma de um cone dado por z = 4 — 2\/x2 + y?
e limitado pelo plano xy. Em cada ponto de .S a densidade é proporcional a distancia entre o ponto

. ., o . ;. 12 p
e o eixo z. Mostre que o momento de inércia em relacdo ao eixo z é igual a EM’ onde M ¢é a

massa de S.
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