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Calculo IH-A — Médulo 13

Aula 24 — Teorema de Gauss

Objetivo

e Estudar um teorema famoso que permite calcular fluxos através de superficies fechadas: o
teorema de Gauss.

O Teorema de Gauss

O curso de Célculo I11-A, contém alguns teoremas fascinantes como o teorema de Green, o teorema
de Stokes e o teorema de Gauss. Nesse mddulo apresentamos o famoso teorema de Gauss ou teorema
da Divergéncia. No préximo médulo, apresentaremos o também famoso teorema de Stokes.

O teorema de Gauss estabelece uma relacdo entre uma integral tripla, numa regido sélida W
de R3, com uma integral de superficie na sua fronteira. Esse teorema é um instrumento pode-
roso para os modelos matematicos que descrevem alguns fenémenos fisicos como fluxos de fluidos,
fluxos de campos elétricos ou magnéticos e fluxos de calor.

Agora, enunciaremos o teorema da Divergéncia ou de Gauss.

Teorema de Gauss: Seja I C R? um sélido, cuja fronteira 91 = S estd orientada positivamente

com 71 exterior a W. Seja F' um campo vetorial de classe C' em um aberto U contendo W . Ent3o,

//? 7 dS = ///d.v?dxdydz

S=0W

Para enunciar os teoremas de Gauss e de Stokes utilizaremos conceitos definidos na Aula 14 — Campos
Vetoriais: divergente e rotacional. Lembrando aqui que:
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Exemplo 1
_>

.

Verifique o teorema de Gauss para ?(:L’,y, 2)=xz i +yz j + 2%k, calculando as duas integrais
do enunciado, onde S é a esfera 22 + y? + 22 = a® e 7 é a normal unitéria exterior a S.

Solugao:

e s . . N , o — X z
O vetor unitario normal exterior a esfera é definido por 7 = % Logo,

//?-ﬁds = //(a:z,yz,f)-%ds
S s
= 1] @i as
S
= %//z(x2+y2+22) ds
S
= ”—2//2655
a
s
= a//zdS.
s

Parametrizando S, temos ¢(¢,6) = (asen¢cosf,asenpsend,acosp), com D : 0 < ¢ < 7
e 0 <0 <2r. Temos, também, que dS = a®sen ¢ do df. Entao,

//?-ﬁds = a//(acos¢) (a?sen ) dgdo
S D

/0'271-/OWCOS

2m 2

= a4/027TO df

= 0.

psen ¢ do db

—= &4
4

do
0

Por outro lado, temos:

div?:%—];—i—%—l—%—f:zjtzjthzélz
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27 pl pm
///divﬁdv _ ///4p3cos¢sen¢d¢dpd9
W 0 0J0
2 pl 2 T
. 3 [sen” ¢
- 4/0 /Op [—2 }Odpde
27 pl
= 4/ /p3~0dpd«9
0 0
0.

e, entao,

O teorema de Gauss esta, portanto, verificado.

Exemplo 2
Calcule //? -1 dS, onde ?(x,y,z) = (z +ye*,y + ze%, 22 + xe¥), S é a fronteira do sélido
S

interior ao cilindro 22 + 42 = 1, entre os planos z = 0 e z = x + 2 e 7 a normal exterior a S.
Solugao:

O esboco de S é:
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Seja W o sélido limitado por S. Pelo teorema de Gauss, temos:

//?-ﬁdsz///div?dv - ///(1+1+2z)dv

S ) _ 2?//0$+2<1+z>dzdxdy
o[ 2]
- //(6a:+8+x2)dxdy

D
= 6//xdxdy+8A(D)+//az2dxdy.
D
0

dx dy

8 D

Passando para coordenadas polares, temos:

2m pr1 2 o
//a:dedyZ/o /0 7"3005290[7“0[9:%/0 00529d9:i~%[9+%]0 =1
D

//?-ﬁd5:8w+§:3?7”.
S

Logo,

Exemplo 3
- - -
Calcule //? -1 dS, sendo ?(x,y,z) =231 +y®j + 22k e 7 a orientacio normal exterior a
S
S:a’+y*?+22=1,comz>0.

Solugdo:

O esbogo de S (aberta) é:
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—

-
/ -
x
Seja W o sélido limitado pela superficie fechada S. Como estamos nas condicdes do teorema de
Gauss, temos:

//?-ﬁds+//?ﬁldsz///div?dv:///3(x2+y2+z2) qv .

Passando para coordenadas esféricas, temos 22 + 3% + 22 = p?, dV = p?seny dpdpdhd

eWo:0<p<1,0<¢p<7/2e0<6<2r.

Ent3o,
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Méodulo 13

///3(x2+y2+z2) dV

Cilculo de / / F i dS
S1

Temos

//?.ﬁldsz//(x3,y3,o).(o,o,—1)d5://Odszo.
//?%dS:%”.

Logo,

3 //p2~p28en¢dpd¢d9

Wp¢9

w/2 prl1 p27
3/ // ptsen ¢ df dp do
o JoJo

w/2 pl
67?/ / ptsen ¢ dpdo
o Jo
w/2

o sen ¢ do
0
w/2
6 | _
5[ cosgb}o
6
5 -

Exercicio 1: Verifique o teorema de Gauss calculando a integral de superficie e a integral tripla para
o campo F(z,y,2) =2ri+2y j+ 2* ke S é a superficie da seguinte regido:

W:{(x,y,z); x2+y2§1,0§z§1}.

Exercicio 2: Aplique o teorema da divergéncia para obter o fluxo do campo F através de S, orientada

positivamente:

—

a) F(z,y,2) = (22 +y2)i+ (v — 2zy)j + (42 — 2y2)k, onde S é a superficie do sélido W

limitado pelo cone x =

y2 + 22 e pelo plano z = 3.

b) F(z,y,2) = (23 + ysen z) i+ (y® + zsenx) j+2°K, onde S é a superficie do sélido W limitado

pelos hemisférios z =

Vi —x2—y? z=+/1—12%—y? e pelo plano z = 0.

) F(z,y,2) = (zy2 + cos z) i+ (22y + sen z) j+ YK, onde S & a superficie do sélido W limitado
pelo paraboloide z = 22 + 3? e pelo plano z = 4.
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Exercicio 3: Fechando, de uma forma adequada, as superficies abertas dadas e utilizando o teorema
de Gauss, calcule o fluxo do campo F' através de S, com 77 exterior a superficie fechada

—

a) F(z,y,2z) = (0,0,2z), onde S é a superficie do paralelepipedo limitado pelos planos coorde-
nados e pelos planos © =1, y = 2 e z = 3, exceto a face superior;

b) F(x,y,2) = (z,y,2), onde S : 22 4+ 4% + 22 = a® com z < 0;

) F(z,y,z) = zarctg(y?) i+ 2*In(z2 +1) j+ 2K, onde S : 2 =2 — 22—y com 1 < 2z < 2.

Exercicio 4: Calcule //(rotﬁ) -7 dS, sendo F(z,y,2) = (" —y) i+ (zz+y?) j+2yzke S éa
S

parte da esfera 22 + y? + 22 — 42 =0, com 2z < 1, orientada com 71 exterior.

Exercicio 5: Seja W a regido limitada pelo cilindro parabdlico = = 1 — 22, o plano y + 2 =2
e os planos coordenados z = 0 e y = 0. Calcule o fluxo do campo F' = (z 4+ e Ysenz) i+
+(y + arctg z) j+ (senx + cosy) k através da superficie S de W' com normal 77 exterior a W.

UFF IME - GMA



