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Algumas aplicagoes de EDO

Nos exercicios 1 a 6, verifique se a funcao y = f(z), x € I é solu¢ao da equacao diferencial ordinéria
(EDO) dada.

d 1+2
L f@)=v2Ttata? I=(0,00), Y2127

dx 2y
d 142
2 ) = VIR 1= (), W LA

X

3. f(z)= e + e‘”Q/ e_t2dt, I=R, o —-2zy=1
0

4. f(x)=C1e*+Coe ™, I=R, ¢/ =y

5. fl@)=e "5, I=R yi) 44y -3y =a

6. f(x) =4+2Inz, I =(0,00), 2%y —ay +y=2z

7. Determine os possiveis valores da constante p para que a fungao f(x) = aP seja solucao da
equagao
2?y" — 4xy’ + 4y = 0, no intervalo I = (0, co).

Nos exercicios 8 a 12 diga se é possivel garantir que o problema de valor inicial admite solugao
tnica. Quando admitir solucdo tnica, dé o maior intervalo admissivel I, I aberto, que contém a
abscissa da condicao inicial.

8.y +xzy=3, y(0)=0 12. zy +

9. xy/ =3 0)=1
Ty +y » y(0) com cada uma das condigoes iniciais:
10. ¥ = y*3, y(0) =0

(@) y(=3)=0  (c)y(1)=7
T -y

1Ly = Ty y(1) =-1 by y(-=1)=5  (d)y(3)=0

—Injz—2
2eys ¥ mle=2

Nos exercicios 13 a 16 verifique que a equagao é de varidveis separdveis e resolva-a.

13. (zlny)y’ =y 15. ;py@ = (1+2%)cscy
dr
14. zydr —3(y —2)dy =0 16. zdz +ye " dy = 0

Nos exercicios 17 a 19 resolva o problema de valor inicial (PVI).

g d
17. ¢/ = %, y(0) =1 19. d—y =y —y? , com cada condicdo inicial:
T
18. (1+y*)de+ (14+2%)dy=0, y(1)=1 (a) y(0)=2 M) y2)=0 (c)y0)=1

20. A seguinte equacao diferencial aparece em trabalhos que estudam a acumulagdo de nebulosa no

sistema solar:

dx ax>/6

o= O B a,b, B constantes reais e x = x(t)
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21.

22.

23.

(a) Determine a regiao do plano tz onde é possivel garantir que esta equac¢ao possui solugoes
Unicas.

(b) Determine a solucao geral da equagao

Volterra fez um modelo matematico para descrever a competicao
entre duas espécies z e y que habitam um meio ambiente dado,
obtendo equagoes da forma:

T =z X (a1 + agy)

y=1)

onde ay,as, b1, b € R sao constantes,

y = y X (bl + be) 34 xy)
y(t) == y(x(t)) e t é a varidvel tempo.
o dy  dydx L -

Usando a regra da cadeia — = —=— e as duas equagoes acima, 2]

p ) lgit dz dt .

X 2

se obtém ¥ — w Determine a solugao geral desta 1

dr  x x (a1 + ay) —
equacao. 4 e

16

1 0 1 2

Determine a funcado y = f(x) cujo gréfico contém o ponto (1,1)
tal que para todo (z,y) do grafico de f a drea da regiao Ay seja o
dobro da &drea da regiao Ay, conforme figura ao lado.

Fig. do ex. 22

Uma colonia de bactérias aumenta sua populacao a uma taxa proporcional a quantidade de
bactérias presentes em cada instante de tempo. Se em quatro horas a populagado triplica, em
quanto tempo ela serd 27 vezes a quantidade inicial?

RESPOSTAS DA LISTA 8 (Com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

. Nao é solugao pois f(z)

Sim, é solugdo. Primeiro verifica-se que f(x) = v2+ z + 22 é bem definida Vz € R, logo estd
definida em I = (0, 00) e é diferencidvel em I. Também y = V2 +z +22 = y> =2 + 2 + 22 =

d d 142
2y—y =1+2z= & _ + a:) a EDO foi satisfeita.

dx dx 2y

= V2 —1x — 22 86 é bem definida quando z € [-2,1], logo para = €
(1,00) C (0,00) essa fungao ndo estd definida. E fato que y = v2 — z — 22 satisfaz a EDO,
verifique.

. Sim, é solucdo. Primeiro sabemos que a funcgao e estd definida para todo z € R e a funcao

e~t* & continua para todo t € [0, z],z € R, logo a integral estd definida para todo = € R e assim

a funcdo f também estd definida para todo x € R. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
x

) .2 . . ~
. e Vdt = e ¥ . Aplicando as regras de derivacio, encontramos
T Jo

X X
y = 21 + e’ e + 2we®” / e dt = 22e™ + 14 22e* / et dt.  Substituindo Yy ey na
EDO ’ ’

x x
Yy — 2zy = 2z + 1+ 2ze” / e dt — 2w — 2ze” / eVt = 1, a EDO foi satisfeita.
0 0
Sim, é solugao. Primeiro sabemos que as funcgoes e™® e e¥ sao bem definidas e tém derivadas
de primeira e segunda ordem para todo = € R, logo a funcao f é bem definida e tem derivada
de primeira e segunda ordem para todo x € R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Nao é solugdo. Primeiro sabemos que as fungoes e

y=C1e® +Coe ™™ =y = Cre* — Cre™ % = ¢/ = C1e* + Coe™ . Vemos que 3y’ = y, a EDO est4
satisfeita.

% e x/3 sao bem definidas e tém derivadas

até a quarta ordem para todo x € R, logo a fungao f(x) = e * +§ é bem definida e tem derivada
até a quarta ordem para todo x € R.
1 . )
y=e T+ g =y =—e T+ 3 =y =e® =y =—e* =y =% Substituindo y(®), 3"
, 1
ey na EDO, y) 44y -3y =e® —4e 7 +3e % —3- 3= —1 # 21, a EDO nao estd

satisfeita.

. Sim, é solugdo. Sabemos que a fungao constante 4 e a fungdo Inz estao bem definidas e sdo

diferencidveis para todo z € (0,00), logo a fungao f(z) = 4+2Inz é bem definida e diferenciavel
para todo z € (0, 0).

y=4+2nzx =1y = % = = —%. Substituindo 3", 4" e y na EDO,
22y —xy +y = —wQ-%—x-g—i—éH—anx =—-2-244+2Inz =2Ilnz, a EDO estd satisfeita.
p=1loup=4

.y =3 —zy = F(x,y). As fungdes F e e = —2 sdo continuas no conjunto aberto U = R?

e (0,0) € U, logo o Teorema da Existéncia e Unicidade garante que existe uma tnica fungao
y =y(x), z € R, tal que y(0) = 0.

y = ?)-Ty = F(z,y). A funcdo F ¢ definida no conjunto aberto U = {(z,y) € R%xz # 0}.

Neste caso garantimos que nao existe nenhuma funcao pois se existisse, o ponto (0,1) que da a
condi¢ao inicial deveria estar no dominio U de F(z,y), mas (0,1) ¢ U.

or =2
dy B 3y1/3
aberto A = {(:U,y) e R%y # 0}. O ponto da condi¢ao inicial é (0,0) € U, mas (0,0) ¢ A, logo
nao é possivel aplicar o Teorema da Existéncia e Unicidade para garantir que existe uma tnica
funcao y = y(x), € I, I intervalo aberto contendo = = 0 e tal que y(0) = 0. Observe que nao
foi dito que nao existe tal funcao, sé foi dito que nao conseguimos garantir que existe.

y =y = F(z,y). A funcio F é continua em U = R? e é continua no conjunto

Nao existe, andlogo ao exercicio 9.

1 —2 oOF 1
y = _x(2xy+ 3 + n|xx | = F(x,y). As funcoes F e En = —m sdo continuas
no conjunto aberto U = {(x,y) ER% 2 # 0,2 # —3/2,x # 2}. O Teorema da Existéncia e

Unicidade garante a exis-téncia de uma unica funcao nos quatro casos, a saber:

(a) o ponto (—3,0) € U, existe uma unica y = f(z), tal que z € I = (—o0, —3/2).
(b) o ponto (—1,5) € U, existe uma tnica y = g(z), tal que z € I = (—3/2,0).
(¢) o ponto (1,7) € U, existe uma tnica y = h(x), tal que x € I = (0, 2).

( )

d) o ponto (3,0) € U, existe uma tnica y = y(z), tal que x € I = (2,00).

y=e In(Cz2) ou y= efy/ln(C'm2)

x:\/Gy—Ian]y|+C' ou 33:—\/6y—121n|y]+C

2
y = y(z) definida implicitamente pela equacao seny — ycosy = In|z| + % +C

17
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

y=1VC—e? y=+C—e* ou y=—C— e
y=+v2e*—1, x>—1In2

1 1
y = tan (g — arctan a:) = tan( arccot x) = tan <arctan w> =_ T> 0

1
(a) y(z) = I > —In2 (b) y(z) =0, x € R (obs. essa solucdo é singular) (c)

ylz) =1, x € R
Precisa-se dividir em 2 casos: B=0e B # 0.
(a) Quando B = 0. A regido ¢ {(t,z) € R% z > 0}.

b
Quando B # 0. A regiao é {(t,x) eER?; t> 57 > 0}.
t 6
(b) Quando B = 0. Familia de solucoes: x(t) = (QG:bGC)

a

6
Quando B # 0. Familia de solugoes: x(t) = (M + C) )

Quando a; # 0,as = 0, a regiao de solugdes tinicas é R? — {eixo y}. Solucio geral: y =
Cx‘%e‘%x, C eR.

Quando a; = 0,as # 0, a regido de solucdes tinicas é R? — {eixos z e y}.

Solucao geral: y = Z—; In |x| + %95 +C, CeR.

Quando a1 # 0,as # 0, a regido de solucdes tinicas é R? — {eixo y} — {reta y = Z—;}

Solugao geral: y = y(z) definida implicitamente pela equagao aq In |y|+ asy = by In|z| + bex + C,
CeR.

y=a’

12 horas
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