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Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR?.

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR%. A funcio vetorial
? : D C R?> — R? definida por

F(x,y) = (P(x,y),0(x,7))
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Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR%. A fungio vetorial
? : D C R?> — R? definida por

F(xy) = (P(,),0(x,)) = P(x,y) 1 +0(x,y) ]

é chamada de campo vetorial definido em D C R?.




Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR%. A fungio vetorial
? : D C R?> — R? definida por

F(xy) = (P(,),0(x,)) = P(x,y) 1 +0(x,y) ]

é chamada de campo vetorial definido em D C R?.

Analogamente definimos campo vetorial em R e denotamos por
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Aula 10 Campos Vetoriais

Campo Vetorial

Defini¢ao

Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR%. A funcdo vetorial
: D C R?> — R? definida por

F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)) = P(x,y) T +0(x,y) ]

é chamada de campo vetorial definido em D C R?.

Analogamente definimos campo vetorial em R e denotamos por

Foy2) = (P(y,2),005,,2),R(x,7,2))
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Aula 10 Campos Vetoriais

Campo Vetorial

Defini¢ao

Sejam P e Q fungdes reais definidas em D C IR%. A funcdo vetorial
: D C R?> — R? definida por

F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)) = P(x,y) T +0(x,y) ]

é chamada de campo vetorial definido em D C R?.

Analogamente definimos campo vetorial em R e denotamos por

Fryz) = (P(xy2),00xy2),Rx.y.2))
= P(x,y,Z)_i)+Q(x,y,2)?+R(x,y,Z)?
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Aula 10 Exemplos

Py T4~ 7
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Se ? = (P,Q,R) um campo diferencidvel em R3, entdo

a
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Se 7 = (P,Q,R) um campo diferencidvel em R3, entdo

. dP JdQ IR
le?—x—l-a—y"Fa—z
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Se 7 = (P,Q,R) um campo diferencidvel em R3, entdo

oP JdQ IR
divF =2+ 224+ 2
M= o o J
Se F = (P, Q) um campo diferencidvel em IR?, entio
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Se 7 = (P,Q,R) um campo diferencidvel em R3, entdo

. dP JdQ JR
le? = x + a—y + a_Z J
Se F = (P, Q) um campo diferencidvel em IR?, entio
. oP d0
le? = Z —+ a—y




Consideremos o operador diferencial V dado por

8—> Jd—= J—=
V—a —l—a] ak
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Consideremos o operador diferencial V dado por

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



Consideremos o operador diferencial V dado por

Com esta notacao de operador, obtemos:
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Consideremos o operador diferencial V dado por

9 99
ay! 7oz dx'dy dz )’
Com esta notacdo de operador, obtemos

R = aP —— AL
dy 0z




Consideremos o operador diferencial V dado por

9 99
ay! 7oz dx'dy dz )’
Com esta notacdo de operador, obtemos

R = 3P —— AL
dy

d
3 Jd d




Consideremos o operador diferencial V dado por

9 99
ay! 7oz dx'dy dz )’
Com esta notacdo de operador, obtemos

R = 3P —— AL
dy

d
3 Jd d




Se ? = (P, Q,R) um campo diferencidvel em R3, entio

a
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Se ? = (P, Q,R) um campo diferencidvel em R3, entio

o _ (R _20) 7 (28 _ox
dy 0dz

— a0 JP\ —
dz 8x>J+<§_8_y)k J
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Se ? = (P, Q,R) um campo diferencidvel em R3, entio

o _ (R _20) 7 (28 _ox
dy 0dz

— a0 JP\ —
dz 8x>J+<§_8_y)k J

Se F = (P, Q) um campo diferencidvel em IR?, entdo
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Se F = (P,Q,R) um campo diferencidvel em R, entdo
JR 90 dP JR\—= [(dQ JP\—
o = (a_y az) +<a_z‘£) J +(§‘a—y) k J

Se?:

(P, Q) um campo diferencidvel em IR?, entdo

00 0P
rot? (Bx 8y>k
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Com a nota¢do do operador V obtemos:

«O>» «F»r « A



Com a nota¢do do operador V obtemos:

I'Ot?

R O
o Mo =]
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Com a nota¢do do operador V obtemos:

rot? :Vx?

R O
o Mo =]

«Or «Fr «=)» «=)>»
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.

grad f
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.
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Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.

0 ’f  9?
1apf=V2f=a—J;+a—yJ;+a—£
«O0» «Fr «E>» «E>» a



Sejaf: D C R® — R um campo escalar de classe C?.

I}’  9*f 9?
lapszzfza—xJ;+ A

9" 92

=)
«Or «Fr «=)» «=)>» Q>
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Aula 10 Operadores diferenciais

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C?.
Entao:
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Entao:

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C°.

Propriedades dos operadores diferenciais
Q rot(gradf) = T ouVx (Vf) = I
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Aula 10 Operadores diferenciais

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C?.
Entao:

Propriedades dos operadores diferenciais

Q rot(gradf) = T ouVx (Vf) = It

@ div(rotF)=0o0uV-(Vx F) =0

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2

717139



Aula 10 Operadores diferenciais

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C?.
Entao:

Propriedades dos operadores diferenciais
Q rot(gradf) = T ouVx (Vf) = It
@ div(rotF)=0o0uV-(Vx F) =0

Q div(gradf) =lapf ou V- (Vf) = V*f
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Aula 10 Operadores diferenciais

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C?.
Entao:

Propriedades dos operadores diferenciais
Q rot(gradf) = T ouVx (Vf) = It
@ div(rotF)=0o0uV-(Vx F) =0

Q div(gradf) =lapf ou V- (Vf) = V*f

OV-(F)=/V-F+Vf-F
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Aula 10 Operadores diferenciais

Sejam f um campo escalar e ? um campo vetorial, ambos de classe C?.

Entéao:

Propriedades dos operadores diferenciais

Q rot(gradf) = T ouVx (Vf) = I
@ div(rot F) =0ouV-(Vx F)=0
Q div(gradf) =lapf ou V- (Vf) = V*f

OV-(F)=fV-F+Vf-F

Exercicio: Prove as propriedades anteriores.
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Aula 10

Exercicios

Calcule o divergente e o rotacional dos campos:

o ?(x,y,z) =

(22— 3y,3x —z,y — 2x)

- -
o ?(x,y,z) = (z+seny) i +(z—xcosy) ]

- -
Q ?(xay):ﬁ 1 +ﬁ]
— —
Qo ?(xv)’) x2+y2 1 +x2+y2 J

M. J. Resende (UFF)
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Objetivo: Calcular o trabalho realizado por uma forca ?, que atua sobre uma
particula que se move ao longo de uma curva €.
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Objetivo: Calcular o trabalho realizado por uma forca ?, que atua sobre uma
particula que se move ao longo de uma curva €.

Caso Particular ? é constante ¢ % € um segmento de reta zﬁ

W—TF.AB
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Objetivo: Calcular o trabalho realizado por uma forca ?, que atua sobre uma
particula que se move ao longo de uma curva €.

Caso Particular ? é constante ¢ % € um segmento de reta zﬁ

W—TF.AB

Caso Geral ? ¢ dada por um campo vetorial e ¢’ € uma curva qualquer
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Objetivo: Calcular o trabalho realizado por uma forca ?, que atua sobre uma
particula que se move ao longo de uma curva €.

Caso Particular ? é constante ¢ % € um segmento de reta zﬁ

W—TF.AB

Caso Geral ? ¢ dada por um campo vetorial e ¢’ € uma curva qualquer

Vamos ver o caso em que ? é um campo vetorial em IR?, ou seja ? = (P,0).
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Ar=b=a

n

Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos [t;_1,#;] com comprimentos

«AOr <Fr <> «=)» A



Entdo podemos definir os segmentos de reta A;_jA; associados ao arco ;.

«AOr <Fr <> «=)» A



Wi

IR

= F(71)
P

T

Ai_1A; =P

O trabalho ao longo do arco %; é aproximadamente

(x(z:), y(1:)) Ax + Q(x(i), (1) ) Ay

x(8:), y(8))X (£) At + Q(x(8:), y(1:))y (1) At -
=5 (2> fHao




a=1y

Fazendo a soma obtemos

n
w=) [P

i=1

)X (1) + Q(x(1:), y(1) ¥ (17)] At,
«O0>» «Fr «E>» «E» 12N G4



Definimos a integral de linha de F sobre &

W=lg?-d7

n
ZW,—, se o limite existir.
i=1
«AOr <Fr <> «=)» A
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Seja ? : D C R?® = R? um campo vetorial e ¢ C D uma curva de classe C',
parametrizada por 7 (1) = (x(),y(t),2(t)) com € [a, b].
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Seja ? : D C R?® = R? um campo vetorial e ¢ C D uma curva de classe C',
parametrizada por 7 (1) = (x(),y(t),2(t)) com € [a, b].

Integral de linha de campo vetorial em R

W o= Af?-d?z/j?(?(t))-?l(t)dt
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Seja ? : D C R?® = R? um campo vetorial e ¢ C D uma curva de classe C',
parametrizada por 7 (1) = (x(),y(t),2(t)) com € [a, b].

Integral de linha de campo vetorial em R

W o= /(g?-d7:/ab7(7(t)).7'(t)dt
b
= /a [P(7 (1)) % (1) +Q(7 1))y (1) + R(7 (1)) 2 (1)] dt
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Seja ? : D C R?® = R? um campo vetorial e ¢ C D uma curva de classe C',
parametrizada por 7 (1) = (x(),y(t),2(t)) com € [a, b].

Integral de linha de campo vetorial em R

W o= /(g?-d7:/ab7(7(t))-7'(t)dt
b
= /a [P(7 (1)) % (1) +Q(7 1))y (1) + R(7 (1)) 2 (1)] dt

b
- / Pdx+ Qdy+Rdz
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- Auall IntegraldelinhadeCampo Vetorial
@ Se ¢ é uma curva C! por partes, com ¢ = 6] U% U...U%,, entido

[g?-d?:i/?-d?

«40r «F» « =) 4 > Q>



Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Observagoes

@ Se ¢ é uma curva C! por partes, com ¢ = 6] U% U...U%,, entido

/g?-d?zi[g?-d?

© A integral de linha de um campo vetorial ? nao depende da
parametrizacdo desde que ndo se inverta a orientag@o da curva.
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S Auall Integral delinhade Campo Vetorial
© Se @, e €_ sao arepresentagdo da curva € percorrida com orientacdes
opostas, entao

[ﬁ?d?:—/_?d?

it
v
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Observagoes

© Se ¥, e ¥_ sdo arepresentagido da curva % percorrida com orientagdes

opostas, entao
/ ?-d?:—/ F.d7
@+ o—

© Se % é uma curva fechada (isto é 7 (a) = 7 (b)) e esté orientada no

sentido anti-horario, denotamos a integral de linha por ? d7
(7
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Aula 11 Integral de linha de Campo Vetorial

Observagoes

© Se ¥, e ¥_ sdo arepresentagido da curva % percorrida com orientagdes

opostas, entao
/ ?-d?:—/ F.d7
@+ o—

© Se % é uma curva fechada (isto é 7 (a) = 7 (b)) e esté orientada no

sentido anti-horario, denotamos a integral de linha por ? d7
(7

Caso contrario, denotamos por % ? d7
-
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Aula 11 Exercicios

@ Calcule [ xdx+x*dy de (—1,0) a (1,0) ao longo

> doeixo x
» de ¢: 7(t) = (—cost,sent), 0<t <7
» da poligonal de vértices: (—1,0), (0,1), (1,1) e (1,0)
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Aula 11 Exercicios

@ Calcule [ xdx+x*dy de (—1,0) a (1,0) ao longo
> doeixo x
» de ¢: 7(t) = (—cost,sent), 0<t <7
» da poligonal de vértices: (—1,0), (0,1), (1,1) e (1,0)

@ Calcule [, Pdx+ Qdy+ Rdz, onde

- F = (P,Q,R) = (y,2,x) e € é a intersegio das superficies x+y =2e
P4y 42 =2(x+ ), percorrida no sentido anti-horério quando vista da
origem.

- F = (P,Q,R) = (—2y,7,x) e € é a intersegdo das superficies 4x* +y? = 1
ey’ +z>=1,comx >0ez >0, percorrida uma vez do ponto (0, —1,0)
ao ponto (0,1,0).

> ? = (P,Q,R) = (z,x,y) e € é aintersegio das superficies z = x> +y” e
4x+2y+z =1, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja
percorrida uma vez no sentido horério.
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I AuaIol) | Campos Conservativos
Dizemos que um campo ? :DCR"— R", comn=2ou 3, é um campo
conservativo se existir um campo escalar diferencidvel ¢ : D C R” — IR, tal
que V¢ = ? em D.
«40r «F» « =) 4 > Q>
~ MI.Resende (UFF)  wwwprofessores.uffbr/mjoac 20142 79/139




Aula 12 Campos Conservativos

Campo conservativo

Dizemos que um campo ? :DCR"—= R" comn =2 ou 3, é um campo
conservativo se existir um campo escalar diferencidvel ¢ : D C R" — IR, tal

que V¢ = ? em D.

Nesse caso, dizemos que ¢ € a funcao potencial de ? em D.
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Y € ndo nula em]a,b|.

Seja € uma curva parametrizada por Y(t), com t € |a,b), de classe C' tal que

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



Seja € uma curva parametrizada por Y(t), com t € |a,b), de classe C' tal que

Y € ndo nula em)a,b|. Seja f uma funcdo real, diferencidvel de duas ou trés
vardveis cujo vetor gradiente, Vf é continuo em 6.

«40r «F» « =) 4 > Q>



Seja € uma curva parametrizada por Y(t), com t € |a,b), de classe C' tal que

Y € ndo nula em)a,b|. Seja f uma funcdo real, diferencidvel de duas ou trés
vardveis cujo vetor gradiente, Vf é continuo em 6.

Entdo, [gVﬁd? =f(y(b)) —f(y(a)).

O» «F»r « = <

12N G4

a
v
v
‘ :



Aula12  Campos Conservativos

Teorema Fundamental das Integrais de Linha

Teorema

Seja € uma curva parametrizada por ¥(t), com t € [a,b], de classe C" tal que
Y € ndo nula em)a,b|. Seja f uma fungdo real, diferencidvel de duas ou trés
vardveis cujo vetor gradiente, Vf é continuo em €.

Entéo, // Vf-d7 =f(y(b)) —f(¥(a)).

O teorema afirma que podemos calcular a integral de linha de um campo
conservativo, sabendo apenas o valor da funcdo potencial nas extremidades da
curva %.
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Calcule

F. d 7, onde ?(x y) = (cos(xy*) —xy*sen(xy?), —2x*ysen(xy*))
4
e ¢ ¢ dada por 7 (1) = (t+(1—1)In(1+7),—cos (%1)), comt € [0, 1].

«AOr <Fr <> «=)» A



Aula 12 Campos Conservativos

Exemplo

Calcule / F-d7, onde ?(x, y) = (cos(xy*) —xy*sen(xy?), —2x*ysen(xy?))
€

e ¢ é dada por 7 (1) = (t+ (1 —£)In(1 +72),—cos (%)), com £ € [0, 1].

Podemos verificar que ¢ (x,y) = xcos(xy?) é funcio potencial de ?, logo pelo
teorema fundamental das integrais de linha,
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Aula 12 Campos Conservativos

Exemplo

Calcule / F-d7, onde ?(x, y) = (cos(xy*) —xy*sen(xy?), —2x*ysen(xy?))
€

e ¢ é dada por 7 (1) = (t+ (1 —£)In(1 +72),—cos (%)), com £ € [0, 1].

Podemos verificar que ¢ (x,y) = xcos(xy?) é funcio potencial de ?, logo pelo
teorema fundamental das integrais de linha,

/(g?-d?
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Aula 12 Campos Conservativos

Exemplo

Calcule / F-d7, onde ?(x, y) = (cos(xy*) —xy*sen(xy?), —2x*ysen(xy?))
€

e ¢ é dada por 7 (1) = (t+ (1 —£)In(1 +72),—cos (%)), com £ € [0, 1].

Podemos verificar que ¢ (x,y) = xcos(xy?) é funcio potencial de ?, logo pelo
teorema fundamental das integrais de linha,

| F a7 =6(F(1)-o(70)
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Aula 12 Campos Conservativos

Exemplo

Calcule / F-d7, onde ?(x, y) = (cos(xy*) —xy*sen(xy?), —2x*ysen(xy?))
€

e ¢ é dada por 7 (1) = (t+ (1 —£)In(1 +72),—cos (%)), com £ € [0, 1].

Podemos verificar que ¢ (x,y) = xcos(xy?) é funcio potencial de ?, logo pelo
teorema fundamental das integrais de linha,

| F a7 = 6(F (1) =0(7(0) = 0(1,0) = 6(0,~1) = 1
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Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'.

«Or <Fr A= «E>» 12N G4



conservativo entio

I'Ot? = 6>

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



conservativo entio

Exercicio: Demonstre o teorema.

I'Ot? = 6>

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



conservativo entio

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é

_>
rot? =0.
Exercicio: Demonstre o teorema

Observacoes:

it
v

«40r «F» « =) 4 Q>



Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é
conservativo entao N
rot? =0.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacoes:

F 0 entio 7 no ¢ conservi
@ Este teorema garante que se rot # 0 entdo nao € conservativo.
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é
conservativo entao N
rot? =0.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacoes:

F 0 entio 7 no ¢ conservi
@ Este teorema garante que se rot # 0 entdo nao € conservativo.

@ A reciproca deste teorema nao vale, ou seja existem campos nao
conservativos cujo rotacional € nulo.
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é
conservativo entao _
rot? =0.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacoes:

% ~ ~ 7z .
@ Este teorema garante que se rot? # 0 entdo 7 ndo é conservativo.
@ A reciproca deste teorema nao vale, ou seja existem campos nao
conservativos cujo rotacional € nulo.

Exercicio: Verifique se ? € ou ndo um campo vetorial conservativo.
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é
conservativo entao _
rot? =0.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacoes:

F 0 entio 7 no ¢ conservi
@ Este teorema garante que se rot # 0 entdo nao € conservativo.

@ A reciproca deste teorema nao vale, ou seja existem campos nao
conservativos cujo rotacional € nulo.
Exercicio: Verifique se ? € ou ndo um campo vetorial conservativo.

o ?(x,y) =¢* cos(y)? +ef sen(y)?>
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Seja ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se ? é
conservativo entao _
rot? =0.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacoes:

F 0 entio 7 no ¢ conservi
@ Este teorema garante que se rot # 0 entdo nao € conservativo.

@ A reciproca deste teorema nao vale, ou seja existem campos nao
conservativos cujo rotacional € nulo.

Exercicio: Verifique se ? € ou ndo um campo vetorial conservativo.
— -
(1) ?(x,y) =e*cos(y) i +e'sen(y) j
o —
(2] ?(x,y) =e*sen(y) i +e*cos(y) j
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uma curva fechada contida em D.

Sejam ? :D CR" — R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' e €

«AOr <Fr <> «=)» A



Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' e €
uma curva fechada contida em D. Se ? é conservativo entdo

ﬂ?-d?:&

«40r «F» « =) 4 > Q>



Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' e €
uma curva fechada contida em D. Se ? é conservativo entdo

%ﬁ?-d?:&

Exercicio: Demonstre o teorema.

«O>» «Fr» « > A



Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' ¢ €
uma curva fechada contida em D. Se F é conservativo entdo

ég?-d?:o.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacao: O teorema garante que se existir uma curva fechada € tal que
j{ ? d7 # 0, entdo ? ndo € conservativo.
%
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' ¢ €
uma curva fechada contida em D. Se F é conservativo entdo

ég?-d?:o.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacao: O teorema garante que se existir uma curva fechada € tal que
j{ ? d7 # 0, entdo ? ndo € conservativo.
%

Exemplo: Verifique que o campo vetorial 7(x, y) = (—ﬁ, ﬁ) nao é
conservativo.
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' ¢ €
uma curva fechada contida em D. Se F é conservativo entdo

ép?-d?:o.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacao: O teorema garante que se existir uma curva fechada € tal que
j{ ? d7 # 0, entdo ? ndo € conservativo.
%

Exemplo: Verifique que o campo vetorial 7(x, y) = (—ﬁ, ﬁ) nao é
conservativo.

Se € é a circunferéncia x> +y> = 1,
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Aula 12 Condigoes nessdrias para campos conservativos

Teorema

Sejam ? :D CR" = R" (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' ¢ €
uma curva fechada contida em D. Se F é conservativo entdo

ép?-d?:o.

Exercicio: Demonstre o teorema.

Observacao: O teorema garante que se existir uma curva fechada € tal que
j{ ? d7 # 0, entdo ? ndo € conservativo.
%

Exemplo: Verifique que o campo vetorial 7(x, y) = (—ﬁ, ﬁ) nao é
conservativo.

Se € é a circunferéncia x> +y> = 1, entiio f ? d7 =21 #0.
€+
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Aula 12 Exercicios

© Considere um campo de forcas definido por
Fry) = (49T +(x-9)7.

@ Prove que o trabalho realizaio por esia; forca ao deslocar uma particula ao
longo da curva 7 (f) =f(1) i +g(r) j . a <t < b, depende unicamente de
f(a).f(b), g(a) e g(b).
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Aula 12 Exercicios

© Considere um campo de forcas definido por
Fry) = (49T +(x-9)7.

@ Prove que o trabalho realizado por esta forca ao deslocar uma particula ao
longo da curva 7 (1) :f(t)_i> + g(t)?, a < t < b, depende unicamente de
f(a).f(b), g(a) e g(b).

® Determine o trabalho realizado quando f(a) = 1, f(b) =2, g(a) =3 ¢
g(b) =4
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Aula 12 Exercicios

© Considere um campo de forcas definido por
Fry) = (49T +(x-9)7.

@ Prove que o trabalho realizado por esta forca ao deslocar uma particula ao
longo da curva 7 (1) :f(t)_i> + g(t)?, a < t < b, depende unicamente de
f(a).f(b), g(a) e g(b).

® Determine o trabalho realizado quando f(a) = 1, f(b) =2, g(a) =3 ¢
g(b) =4

© Seja g: R — R uma fungio diferencidvel e /2 : R — IR uma primitiva de
g, talque (1) =2 e h(2) = 4. Calcule

Lxg(x2 +y2 + ) de+yg(FP + v +22) dy+z8(x* +y* + 22 dz,

onde % esta situada no primeiro octante, e é a interse¢do das superficies
x*>+y? =1ey =z, percorrida no sentido anti-horario quando vista de
cima.
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O teorema de Green estabelece uma relacio entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

it
a

«O> «Fr < > > a



Aula 13 Teorema de Green

Teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relag@o entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

Teorema

Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira dD é formada por
um niimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas
disjuntas, orientadas no sentido que deixa D a esquerda das curvas.
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Aula 13 Teorema de Green

Teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relag@o entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

Teorema

Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira dD é formada por
um niimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas
disjuntas, orientadas no sentido que deixa D a esquerda das curvas.

— -
Seja F= P(x,y) i +0Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.
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Aula 13 Teorema de Green

Teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relag@o entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

Teorema

Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira dD é formada por
um niimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas
disjuntas, orientadas no sentido que deixa D a esquerda das curvas.

— -
Seja F= P(x,y) i +0Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

Entdo

f -
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Aula 13 Teorema de Green

Teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relag@o entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

Teorema

Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira dD é formada por
um niimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas
disjuntas, orientadas no sentido que deixa D a esquerda das curvas.

— -
Seja F= P(x,y) i +0Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

Entdo

.%m?"ﬁ: ?gDdeJery:

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 85/139



Aula 13 Teorema de Green

Teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relag@o entre integrais de linha de
campos vetoriais e integrais duplas.

Teorema

Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira dD é formada por
um niimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas
disjuntas, orientadas no sentido que deixa D a esquerda das curvas.

— -
Seja F= P(x,y) i +0Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

_ _ 90 P
.éD?-d7_7§Dde+Qdy—f‘fD(ax ay)dxdy

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 85/139
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L Adal8 TeoremadeGreen
Suponhamos que D € como na figura.
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Suponhamos que D € como na figura.

«4Or «Fr «=)» « =

12N G4
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Suponhamos que D € como na figura.

«0O)» «F»

it
a
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Teorema de Green

Aula 13
Suponhamos que D € como na figura.

Entdo 0D = 6," U€, U%, UE, e

él)?-cﬁ
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Aula 13 Teorema de Green

Suponhamos que D € como na figura.

Entdo dD = ¢," U6, U, U%E, e

7€9D?'d7 - ]éﬁ?'d?Jr]é,7-d7+7§7?-d7+7(§7?.d7

B 00 9P
- ffD (ax‘ay) dedy
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Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = ]{ xdy

aD

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = j{ xdy

oD
Por defini¢do de integral de linha, temos:

«AOr <Fr <> «=)» A



Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = j{; xdy
D

Por defini¢do de integral de linha, temos:

j{ xdy:j{ O0dx+xdy
aD aD

«40r 4F>r «=)» « =) Q>




Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = f{ xdy
oD
Por defini¢do de integral de linha, temos:

ngxdy = ngde+xdy = ng?-d7,
onde F (x,y) = (0,x).



Aula 13 Exemplos

Exemplo 1

Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = 7{9 xdy
D

Por defini¢do de integral de linha, temos:

f xdy:f de+xdy:f ?-d?,
oD aD oD

onde ?(x,y) = (0,x). Pelo Teorema de Green temos:

.%{m?'d?:ff,) (aag—‘;D dxdy

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 1

Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = 7{9 xdy
D

Por defini¢do de integral de linha, temos:
f xdy :f O0dx+xdy :f ?-d?,
oD oD oD

onde ?( y) = (0,x). Pelo Teorema de Green temos:

%;D? a7 = ff(aQ ap> dxdy = ffl—dedy

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2

87/139



Aula 13 Exemplos

Exemplo 1

Seja D como no Teorema de Green. Prove que

area(D) = 7{9 xdy
D

Por defini¢do de integral de linha, temos:
f xdy :f O0dx+xdy :f ?-d?,
oD oD oD

onde ?( y) = (0,x). Pelo Teorema de Green temos:

§ 7w = [ (5230 ) asis= [ 1-varay = st

Analogamente podemos provar que area(D) = f —ydx
aD
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. A3 Brempls
Calcule ]{
4
F

? .d7, onde € é uma curva fechada, simples, C! por partes que
delimita um conjunic; fechado e gmitado D (percorrida no sentido horario) e
()= (2x+y) i +(3x—y)j.




Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule y{ ? -d 7, onde € é uma curva fechada, simples, C! por partes que

¢
delimita um conjung) fechado e E}mitado D (percorrida no sentido horario) e
F ()= 2r+y) T +(3x—y) ]

Pelo Teorema de Green:

fﬁ?d?
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule y{ ? -d 7, onde € é uma curva fechada, simples, C! por partes que

¢
delimita um conjung) fechado e E}mitado D (percorrida no sentido horério) e
F ()= 2r+y) T +(3x—y) ]

Pelo Teorema de Green:

fﬁ?d?:—%ﬁ?-d?
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule y{ ? -d 7, onde € é uma curva fechada, simples, C! por partes que

¢
delimita um conjung) fechado e E}mitado D (percorrida no sentido horério) e
F ()= 2r+y) T +(3x—y) ]

Pelo Teorema de Green:

fﬁ?d?:—%ﬁ?-d? _ —fL(%S—?:)dxdy
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule f ? -d 7, onde € é uma curva fechada, simples, C! por partes que

¢
delimita um conjung) fechado e limitado D (percorrida no sentido hordrio) e
F ()= (2xy) T +(3x-y)] -

Pelo Teorema de Green:

forar—f P = [ (55) e
_ —ffDB—ldxdy:—Zérea(D)
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Calcule 7{ Y
4

— dx
x2+y?

x2 +y?
(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

dy, onde % € a circunferéncia de centro

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>




Aula 13 Exemplos

Exemplo 3
Calcule j{ —— i sdx+ — a >dy, onde % ¢ a circunferéncia de centro
¢ x-+y X“+Yy

(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

ATENCAO: Nio podemos aplicar o Teorema de Green, porque 0 campo nio
estd definido no ponto (0,0).
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 3

X

Calcule j{ —— _); sdx+ — 2 dy, onde % ¢ a circunferéncia de centro
¢ X-Ty X2y

(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

ATENCAO: Nio podemos aplicar o Teorema de Green, porque 0 campo nio
estd definido no ponto (0,0).

Parametrizacio de € 7 () = (cost,sent), com ¢ € [0,271].
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 3

X

Calcule j{ —— _); sdx+ — 2 dy, onde % ¢ a circunferéncia de centro
¢ X-Ty X2y

(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

ATENCAO: Nio podemos aplicar o Teorema de Green, porque 0 campo nio
estd definido no ponto (0,0).

Parametrizacio de € 7 () = (cost,sent), com ¢ € [0,271].

Entéo calculando pela definicdo,

éﬂ?-d?:
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 3

X

Calcule j{ —— _); sdx+ — 2 dy, onde % ¢ a circunferéncia de centro
¢ X-Ty X2y

(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

ATENCAO: Nio podemos aplicar o Teorema de Green, porque 0 campo nio
estd definido no ponto (0,0).

Parametrizacio de € 7 () = (cost,sent), com ¢ € [0,271].

Entéo calculando pela definicdo,

2T
]{ ?-d?z/ (—sent,cost) - (—sent,cost)dt =
¢t 0
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 3

X

Calcule j{ —— _); sdx+ — 2 dy, onde % ¢ a circunferéncia de centro
¢ X-Ty X2y

(0,0) e raio 1, percorrida no sentido anti-hordrio.

ATENCAO: Nio podemos aplicar o Teorema de Green, porque 0 campo nio
estd definido no ponto (0,0).

Parametrizacio de € 7 () = (cost,sent), com ¢ € [0,271].

Entéo calculando pela definicdo,

2T 2
]{ Fd7 = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = / ldt=2n
@+ 0 0
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y
Calcule 7{5 2 e

X
x2+y
B={(x,y) e R?: x> +y* > 1}

7 dy, onde % € uma curva fechada contida em

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



y
Calcule 7{5 2 e

X
x2+y
B={(x,y) e R?: x> +y* > 1}

7 dy, onde % € uma curva fechada contida em

Podemos ter dois casos:

«AOr <Fr <> «=)» A



Calcule f( R dx
¢ X2+

dy, onde € € uma curva fechada contida em
x2 4= y2
B={(x,y) e R?: x> +y* > 1}

Podemos ter dois casos:

Iy —
NEPA

O» «F»r « =

a
it

12N G4



y
Calcule 7{5 2 e

X
x2+y
B={(x,y) e R?: x> +y* > 1}

7 dy, onde € € uma curva fechada contida em
Podemos ter dois casos:

YA

N T
NN




S Auwal3 Beempls
, 0 opP
E claro que —Q — — =0. (Ver aula 10)
dx dy
«4O0)>» «F»r «E>» « E>» = Q>
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Aula 13 Exemplos
, 0 opP
E claro que —Q — — =0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem, ¢

%ﬁ?-d?

M. J. Resende (UFF)
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Aula 13 Exemplos

E claro que a—Q — a—P = 0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem, ¢

o [0 ) o
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Aula 13 Exemplos

E claro que a—Q — a—P = 0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem, ¢

%ﬁ?ﬁ ff(aQ ai)dxdy fj;dedy:O
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Aula 13 Exemplos

E claro que a—Q — a—P = 0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem, ¢

?{ﬁ?d? ff(aQ ai)dxdy fj;dedyzo

Curva que rodeia a origem, ¢

]{_?-d7+7§g+?-d7:

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao
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Aula 13 Exemplos

E claro que a—Q — a—P = 0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem, ¢

%ﬁ?ﬁ ff(aQ ai)dxdy fj;dedy:O

Curva que rodeia a origem, %>

]f_? d7+7§ Fd7 = ff(a—Q—£> drdy =0
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Aula 13 Exemplos

E claro que a—Q — a—P = 0. (Ver aula 10)
dx dy

Curva que ndo rodeia a origem,

?{ﬁ?d? ﬂ“<aQ 8§>dxdy fj;dedy:O

Curva que rodeia a origem, %>

7{7? d7+7{ Fd7 = ff(aQ‘”D> dxdy =0

Entao %ﬁ?-d? = —]{ B ?d? = 2m. (Ver Exemplo )
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Seja D uma regido como no Teorema de Green.

12N G4

a
u]
v
a
)]
v
a
it
v
a
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v
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Seja D uma regido como no Teorema de Green.
Seja F= P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

it
v
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Seja D uma regido como no Teorema de Green.

- -
Seja F = P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um

conjunto aberto U com D C U.

Seja 7 o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

«40r «F» « =) 4 Q>




Seja D uma regido como no Teorema de Green.

- -
Seja F = P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um

conjunto aberto U com D C U.

Seja 7 o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

Entdo ?{ ?-7ds =
oD

«40r «F» « =) 4
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Seja D uma regido como no Teorema de Green.

- -
Seja F = P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um

conjunto aberto U com D C U.

Seja 7 o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

Entdo}{ ?-7ds=y{ —Qdx+Pdy =
oD aD

«40r «F» « =)
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Aula 13 Teorema da Divergéncia

Teorema da Divergéncia em R?

Teorema
Seja D uma regido como no Teorema de Green.
s — — . i
Seja F =P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

Seja T o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

Entdo?( ?-st:f —de—}—de:ffdiV?dxdy
aD aD D
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Aula 13 Teorema da Divergéncia

Teorema da Divergéncia em R?

Teorema

Seja D uma regido como no Teorema de Green.

— -
Seja F= P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

Seja T o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

Entéioj{ ?-st:f —de—}—de:ffdiV?dxdy
aD aD D

Observacao: O teorema acima ¢ uma forma vetorial do Teorema de Green.
Para obté-lo, basta aplicar o teorema de Green ao campo

G=—-00t,y) 1 +Px) 7.
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Aula 13 Teorema da Divergéncia

Teorema da Divergéncia em R?

Teorema

Seja D uma regido como no Teorema de Green.

— -
Seja F= P(x,y) i +Q(x,y) j um campo vetorial de classe C' em um
conjunto aberto U com D C U.

Seja T o vetor normal unitdrio que aponta para o exterior de D.

Entéioj{ ?-st:f —de—}—de:ffdiV?dxdy
aD aD D

Observacao: O teorema acima ¢ uma forma vetorial do Teorema de Green.
Para obté-lo, basta aplicar o teorema de Green ao campo

G=—-00t,y) 1 +Px) 7.

Definimos o fluxo de ?, através de uma curva %, por / ? - ds.
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—

Calcule o fluxo exterior do campo ?(x,y) =x

limitado pelas retas x = +1ey = *£1.

_)
i’ +y* j, através do quadrado

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



—

Calcule o fluxo exterior do campo ?(x,y) =x

limitado pelas retas x = +1ey = *£1.

_)
i’ +y* j, através do quadrado
YA

T?
G

1 X

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>




Calcule o fluxo exterior do campo ?(x, y)=x

_>
limitado pelas retas x = +1ey = *£1.

_)
i’ +y* j, através do quadrado
YA

T?
G

1 X

[g?-?ds
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Calcule o fluxo exterior do campo ?(x, y)=x

_>
limitado pelas retas x = +1ey = *£1.

_)
i’ +y* j, através do quadrado
YA

T?
G

1 X

[g?-?ds=f];1+2ydxdy

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



-

_)
Calcule o fluxo exterior do campo ?(x, y)=x 2
limitado pelas retas x = +1ey = *£1.

i +y° j, através do quadrado
YA

T?
G

1

/? 7ds—ffl+2ydxdy / / |+ 2ydxdy — 4
«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>
~ MI.Resende (UFF)  wwwprofessores.uffbr/mjoac 20142 93/139
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Calcule/ F -7 ds onde ?(x,y) = (x+2xy+ey2,x—y) e =61U%,
€

com ¢ a parte circunferéncia de raio 2 centrada na origem e %, o segmento

horizontal como na figura, sendo 7 o vetor normal A curva que aponta para
dentro do semidisco x% 4+ y2 <4ey>0.

«40r 4F>r «=)» « =)
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Calcule/ F -7 ds onde ?(x,y) = (x+2xy+ey2,x—y) e =61U%,
€

com ¢ a parte circunferéncia de raio 2 centrada na origem e %, o segmento

horizontal como na figura, sendo 7 o vetor normal A curva que aponta para
dentro do semidisco x% 4+ y2 <4ey>0.

«40r «F» « =) 4

it
v
it
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule/ F. 7 ds onde ?(x y) = (x+2xy+ey2 x—y) e? =%61U%,

com ¢ a parte circunferéncia de ra10 2 centrada na origem e %> o segmento
horizontal como na figura, sendo 77 o vetor normal & curva que aponta para
dentro do semidisco x2 + y2 <4ey>0.

y

Considere uma curva ¢, , parametrizada por ¢ () = (1 —1¢,0), com ¢ € [0, 1].
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Aula 13 Exemplos

Exemplo 2

Calcule/ F -7 ds onde ?(x y) = (x+2xy+ey2 x—y) e? =%61U%,

com ¢ a parte circunferéncia de ra10 2 centrada na origem e %> o segmento
horizontal como na figura, sendo 77 o vetor normal & curva que aponta para
dentro do semidisco x2 + y2 <4ey>0.

y

Considere uma curva ¢, , parametrizada por o(t) = (1 —1,0), com 7 € [0, 1].

/9_?'7‘1“'/0?'7ds=—deiv7dxdy
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Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Vamos ver que condi¢des deve satisfazer o dominio do campo vetorial ? para
podermos garantir que se rot? = 0 entdo ? ¢é conservativo.
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Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Vamos ver que condi¢des deve satisfazer o dominio do campo vetorial ? para
podermos garantir que se rot? = 0 entdo ? ¢ conservativo.

Definicao

Um conjunto A C IR? é aberto se para qualquer ponto X € A existe r > 0 tal
que B,(X) = {Y € R?: ||Y — X|| < r} estd contida em A.

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 95/139



Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Vamos ver que condi¢des deve satisfazer o dominio do campo vetorial ? para
podermos garantir que se rot? = 0 entdo ? ¢é conservativo.

Definicao

Um conjunto A C IR? é aberto se para qualquer ponto X € A existe r > 0 tal
que B,(X) = {Y € R?: ||Y — X|| < r} estd contida em A.

Defini¢ao

Um conjunto D C IR? é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos de D,
podem ser unidos por uma curva contida em D.
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Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Vamos ver que condi¢des deve satisfazer o dominio do campo vetorial ? para
podermos garantir que se rot? = 0 entdo ? é conservativo.

Defini¢ao

Um conjunto A C IR? é aberto se para qualquer ponto X € A existe r > 0 tal
que B,(X) = {Y € R?: ||Y — X|| < r} esté contida em A.

Definicao

Um conjunto D C IR? é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos de D,
podem ser unidos por uma curva contida em D.

Defini¢ao

Um conjunto D C IR? é simplesmente conexo se é conexo por caminhos e se
qualquer curva fechada contida em D, delimita uma regido totalmente contida
em D.
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Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Exemplos

IR? é aberto e simplesmente
conexo.
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Aula 14 Conjuntos simplesmente conexos

Exemplos

IR? ¢ aberto e simplesmente O disco x? +y? < 1 é aberto e
conexo. simplesmente conexo.
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Este conjunto ndo € aberto nem
simplesmente conexo.

a

«Or <F» 12N G4



Este conjunto ndo € aberto nem

Este conjunto € aberto mas ndo
simplesmente conexo.

¢é simplesmente conexo.

it

a
it
v

«O» «F»r « > A



Este conjunto € aberto mas ndo

& simplesmente conexo.

«0O» «F» Q>

a



Este conjunto € aberto mas ndo

& simplesmente conexo.

R?\{ eixo x} é aberto mas nio é
simplesmente conexo.
«Or «Fr «=)» «=)>» Q>
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Seja ? = (P,Q) : D C R?> = R? um campo de classe C' num conjunto D que
€ aberto e SIMPLESMENTE CONEXO.

«40r «F» « =) 4 > Q>



20 op
o g—a—yemD

Seja ? = (P,Q) : D C R?> = R? um campo de classe C' num conjunto D que
equivalentes:

€ aberto e SIMPLESMENTE CONEXO. As seguintes afirmacdes sdo

«O> <Fr «=r <= DA



Aula 14 Teorema das quatro equivaléncias

Teorema das quatro equivaléncias

Teorema

Seja F = (P,Q) : D € R? — R? um campo de classe C' num conjunto D que

é aberto e SIMPLESMENTE CONEXO. As seguintes afirmagcdes sdo

equivalentes:
20 _or
ox dy

em D

Q 7{ ? d7 =0 qualquer que seja a curva € de D.
%
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Aula 14 Teorema das quatro equivaléncias

Teorema das quatro equivaléncias

Teorema

Seja ? = (P,Q) : D C R* = R? um campo de classe C' num conjunto D que
é aberto e SIMPLESMENTE CONEXO. As seguintes afirmagcdes sdo

equivalentes:
20 _or
ox dy

em D
Q 7{ ? d7 =0 qualquer que seja a curva € de D.

(5 ) / ? -d 7 néo depende do caminho € de D
4
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Aula 14 Teorema das quatro equivaléncias

Teorema das quatro equivaléncias

Teorema

Seja ? = (P,Q) : D C R* = R? um campo de classe C' num conjunto D que
é aberto e SIMPLESMENTE CONEXO. As seguintes afirmagcdes sdo

equivalentes:
20 _or
ox dy

em D
Q 7{ ? d7 =0 qualquer que seja a curva € de D.

(5 ) / ? -d 7 néo depende do caminho € de D
4

(] ? é conservativo.
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Ideia da Demonstracao:

«Or <F» 12N G4
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Ideia da Demonstracao:

1 = 2 Basta aplicar o teorema de Green

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



Ideia da Demonstracao:

1 = 2 Basta aplicar o teorema de Green

2 = 3 Conectanto dois caminhos distintos com 0 mesmo ponto inicial e o
mesmo ponto final obtemos um caminho fechado.

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



Aula 14 Teorema das quatro equivaléncias

Demonstra¢ao

Ideia da Demonstracao:
1 = 2 Basta aplicar o teorema de Green

2 = 3 Conectanto dois caminhos distintos com o mesmo ponto inicial e o
mesmo ponto final obtemos um caminho fechado.

3 = 4 Encontrar uma funcao potencial (parte mais complicada)

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 100/ 139



Aula 14 Teorema das quatro equivaléncias

Demonstra¢ao

Ideia da Demonstracao:
1 = 2 Basta aplicar o teorema de Green

2 = 3 Conectanto dois caminhos distintos com o mesmo ponto inicial e o
mesmo ponto final obtemos um caminho fechado.

3 = 4 Encontrar uma funcao potencial (parte mais complicada)

4 = 1 Teorema visto numa aula anterior.
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Aula 14 Exercicios

(23)
@ Mostre que / 2x+y dx+3xy* +4dy é independente do caminho e
(0,1)

calcule-a.
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Aula 14 Exercicios

(23)
@ Mostre que / 2x+y dx+3xy* +4dy é independente do caminho e
(0,1)

calcule-a.

o Calcule/x+3y+y‘°dx+3x+1oxy9+1n(1+y2)dy, sendo
13

2
€ ={(x,y) e R*: (x—1)*+ yz =1,y > 0} percorrida no sentido
horario.
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Aula 14 Exercicios

(23)
@ Mostre que / 2x+y dx+3xy* +4dy é independente do caminho e
(0,1)

calcule-a.

o Calcule/x+3y+y10dx+3x+10xy9+ln(1+y2)dy, sendo
13

2
€ ={(x,y) e R*: (x—1)*+ yz =1,y > 0} percorrida no sentido

horario.

© Usando o Teorema das 4 equivaléncias, calcule

X .

/ ) Y 5 dx+ ——— dy, sendo ¢’ uma curva qualquer contida no
¢ Xty Xty

semiplano y > 0, percorrida no sentido anti-horério.
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S Aulal5. Superficies parametrizadas
Dizemos que S C R? é uma superficie parametrizada, se existe uma fungio
vetorial continua

12N G4

a
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v
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it



¢: DcR® R}

(u,v)

S Aulal5. Superficies parametrizadas
Dizemos que S C R? é uma superficie parametrizada, se existe uma fungio
vetorial continua

— ‘P(uvv) = (x(uav)’y(u’v)’z(uvv))

«40r «F» « =) 4 > Q>



¢: DcR® R}

(u,v)

S Aulal5. Superficies parametrizadas
Dizemos que S C R? é uma superficie parametrizada, se existe uma fungio
vetorial continua

tal que ¢ (D) = S.

— ‘P(uvv) = (x(uav)’y(u’v)’z(uvv))

«40r «F» « =) 4 > Q>



Aula 15  Superficies parametrizadas
Defini¢ao

Dizemos que S C R? é uma superficie parametrizada, se existe uma fungio
vetorial continua
¢: DCR* - R

(uav) — ¢(”7V) = (x(uvv)a))(uav)vz(”7v))

X
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Se ¢ for diferencidvel em (ug,vo) € D,

VA

>

<V

Uo
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Se ¢ for diferencidvel em (ug,vg) € D, fixando v = vy,

VA

Vo t-

<V
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Se ¢ for diferencidvel em (ug,v) € D, fixando v = vy, obtemos uma curva
diferencidvel €.

VA

Vo t-

D
—
|
|

uo

<V

<V
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Se ¢ for diferencidvel em (ug,v) € D, fixando v = vy, obtemos uma curva
diferencidvel €.

VA

Vo t-

<V
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Concluindo, fixando v = vy, obtemos uma curva parametrizada por

'}/(I/l) - ¢ (ua VO)'
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Concluindo, fixando v = vy, obtemos uma curva parametrizada por

Y(u) - ¢ (ua VO)'

Logo se ¥ (uo) = ¢u(uo,vo) # 0, entdo ¢,(uo,vo) é tangente a curva %,,,.

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Concluindo, fixando v = vy, obtemos uma curva parametrizada por

Y(u) - ¢ (ua VO)'

Logo se ¥ (uo) = ¢u(uo,vo) # 0, entdo ¢,(uo,vo) é tangente a curva %,,,.

Analogamente, fixando u = ug, obtemos um vetor @, (u,vo) tangente a curva
Cup-
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Concluindo, fixando v = vy, obtemos uma curva parametrizada por

Y(u) - ¢ (ua VO)'

Logo se ¥ (uo) = ¢u(uo,vo) # 0, entdo ¢,(uo,vo) é tangente a curva %,,,.

Analogamente, fixando u = ug, obtemos um vetor @, (u,vo) tangente a curva
Cup-

Sendo assim, o vetor
N =N (o, v0) = a0, v0)  ¢u(uo, v0) # 0

¢ normal & superficie S no ponto ¢ (ug,vp).
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Vetor normal: ﬁ = ﬁ(uo,vo) = ¢y (uo,v0) X @, (uo,vo)
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Aula 15  Plano tangente e vetor normal

Vetor normal: ﬁ = ﬁ(uo,vo) = ¢y (uo,v0) X @, (uo,vo)

Equacio do Plano Tangente: [(x,y,z) — ¢ (u,vo)] -ﬁ(uo,vo) =0
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Sejam Py € S, de Z) ndo paralelos contidos no plano S.

_)
P b

«40r «F» « =)

« =
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Sejam Py € S, de Z) ndo paralelos contidos no plano S.

_)
P b

_)
Parametrizacio de S: ¢ (u,v) = Po+ud +v b, com (u,v) € R?.

O» «F» « =)

«E
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Sejam Py € S, de ? ndo paralelos contidos no plano S.

Na

b
7

_)
Parametrizacio de S: ¢ (u,v) = Po+ud +v b, com (u,v) € R?.
Vetor Normal: ﬁ =0, X P, = d x Z)




Sejaf : D € R* — R, uma funcdo de classe C'.
Z

z=f(x,y)

«4O0)>» «F»r «E>» « E>» = Q>




Z

Sejaf : D € R* — R, uma funcdo de classe C'.

< :f(x,y)

i
<V

D
Parametrizacao de S: ¢ (x,y) = (x,y,f(x,y)), com (x,y)

eD.
«40r 4F>r «=)» « =) Q>



Z

Sejaf : D € R* — R, uma funcdo de classe C'.

< :f(x,y)

i
<V

D
Parametrizacdo de S: ¢ (x,y) = (x,y,f(x,y)), com (x,y)

eD.
Vetor Normal: ﬁ = ¢ X Oy = (—fi(x,y), =f(x,y), 1)
«Or «Fr «=)» «=)>» Q>
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Seja S o cilindro x> +y? = a?, com a > 0.
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Seja S o cilindro x> +y? = a?, com a > 0.

R.

Parametrizacio de S: ¢(0,z) = (acos(0),asen(0),z), com 0 € [0,2n] e z €
«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>
~ MI.Resende (UFF)  wwwprofessores.uffbr/mjoac 20142 108/139




Seja S o cilindro x? +y* = a?

,coma > 0.

R.

Parametrizacio de S: ¢(0,z) = (acos(0),asen(0),z), com 0 € [0,2n] e z €

Vetor Normal: N = Pp X ¢, = (acos(0),asen(6),0)
«Or «Fr «=)» «=)>» Q>
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Seja S o cilindro x? +y* = a?

,coma > 0.

R.

Parametrizacio de S: ¢(0,z) = (acos(0),asen(0),z), com 0 € [0,2n] e z €

Vetor Normal: N = 0o X ¢, = a(cos(0),sen(60),0)
«Or «Fr «=)» «=)>» Q>
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Seja S a esfera x> +y* + 72 = a2, com a > 0.

«0O0» «F»r «

12N G4



Seja S a esfera x> 4 y* + 72 = @, com a > 0.

Parametrizacdode S: ¢(0,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 0 € [0,27] e P € [0, 7].




Aula 15 Exemplos

Superficie esférica

2 coma>0.

<

Seja S aesfera x> +y> +z2 =a

NaZe

Parametrizacaode S: ¢(0,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 6 € [0,2n] e ® € [0, |

Vetor Normal: N = (a®sen?(®) cos(0),a® sen? (D) sen(H),a* sen(P) cos(P))
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Aula 15 Exemplos

Superficie esférica

2 coma>0.

<

Seja S aesfera x> +y> +z2 =a

NaZe

Parametrizacaode S: ¢(0,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 6 € [0,2n] e ® € [0, |

Vetor Normal: N = o2 sen(P) (sen(P)cos(0),sen(P)sen(H),cos(P))
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Seja ¢ uma curva, definida por y(¢) = (0,y(¢),z(t)), com 7 € [a,b] (suponha
y(t) > 0). Seja S a superficie de revolugdo obtida ao girar a curva ¢’ em torno
do eixo z.

ZA

(WA 4

O» «F» « =)

« =
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Seja ¢ uma curva, definida por y(¢) = (0,y(¢),z(t)), com 7 € [a,b] (suponha
y(t) > 0). Seja S a superficie de revolugdo obtida ao girar a curva ¢’ em torno
do eixo z.

Z

=
(WA 4
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Aula 15 Exemplos

Superficie de revolugao

Seja ¢ uma curva, definida por y(¢) = (0,y(¢),z()), com t € [a,b] (suponha

y(t) > 0). Seja S a superficie de revolugéo obtida ao girar a curva ¢ em torno
do eixo z.

Parametrizacio de S: ¢(7,0) = (y(¢)cos(6),y(t)sen(0),z(t)), com 7 € [a,b]
e 6 € [0,27).
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Aula 15 Exemplos

Superficie de revolugao

Seja ¢ uma curva, definida por y(¢) = (0,y(¢),z()), com t € [a,b] (suponha
y(t) > 0). Seja S a superficie de revolugdo obtida ao girar a curva % em torno
do eixo z.

Parametrizacio de S: ¢(7,0) = (y(¢)cos(6),y(t)sen(0),z(t)), com 7 € [a,b]
e 6 € [0,27).

Analogamente podemos parametrizar superficies de revolugdo obtidas pela
rotacdo de curvas em torno de outros eixos.
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L Al AreadeSwperficie
Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.

VA

<V

<V
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.

VA

<V

<V
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.

VA

11 Pi
Av R,'/' q)

<V

>
<
<V
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Aula 16  Area de Superficie
Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.

Z
VA

1o Pi
Av R,'/' q)

<V

>
<
<V

X

Cada pedacinho da superficie S;; = ¢ (R;j) pode ser aproximada por um parale-
logramo com lados ¢, (p;j)Au e ¢, (p;j)Av . Logo

Area (Sy) = [[(gu(py)due) x (9u (i) Av)I| = [|9u(piy) % 00 (py) || AuAv
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.
Vimos que:

Area (S,'j) = ||¢u(Pij) X ‘Pv(pij)”Au’Av
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.
Vimos que:

Area (S,'j) = ||¢u(Pij) X ‘Pv(pij)”Au’Av

Definicao

A area da superficie S € dada por
d d
A(S) = f f LAVL
D

%Xj dudv

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula 16  Area de Superficie

Seja S uma superficie regular parametrizada por ¢ : D — R3.
Vimos que:

Area (Si) = ||0u(pij) x ¢v(pij) || Au, Av

Defini¢ao

A area da superficie S € dada por
d d
A(S) = f f LAVL
D

$X$ dudv

Observacao: Para a definicdo estar correta, precisamos garantir que ¢ é
injetiva, isto é, S é coberta uma dnica vez quando percorremos todos 0s
pardmetros do dominio de ¢.
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Determine a drea da superficie do grafico z =f(x,y) com (x,y)

€D.
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Determine a drea da superficie do grafico z =f(x,y) com (x,y)

eD.
Parametrizacdo: ¢ (x,y) = (x,y,f(x,y)), com (x,y)

€D.
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Determine a drea da superficie do grafico z =f(x,y) com (x,y)

eD.
Parametrizacdo: ¢ (x,y) = (x,y,f(x,y)), com (x,y)

eD.
Vetor Normal: N = (—=fe(x,y), =f(x,y),1)
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Determine a drea da superficie do grafico z =f(x,y) com (x,y)

eD.
Parametrizacdo: ¢ (x,y) = (x,y,f(x,y)), com (x,y)

eD.
Vetor Normal: N = (—=fe(x,y), =f(x,y),1)
Entao,

A(S) = ffD (fe)?>+ (fy)* + 1dxdy

O» «F» « =)

« =

12N G4




Determine a drea da superficie esférica x*> +y>+z> =a

a

«O> «Fr < > > a

2

,coma > 0.



Determine a drea da superficie esférica x*> +y>+z> =a

2 coma> 0.
Parametrizacdo: ¢(6,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 0 € [0,27] e P € [0, 7].
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Determine a drea da superficie esférica x*> +y>+z> =a

2 coma> 0.

Parametrizacdo: ¢(6,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 0 € [0,27] e P € [0, 7].

Vetor Normal: N = asen(®) ¢ (6,P)

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



Determine a drea da superficie esférica x> +y*> +z> = %, com a > 0.

Parametrizacdo: ¢(6,P) = (acos(0)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 0 € [0,27] e P € [0, 7].

Vetor Normal: N = asen(®) ¢ (6,P)

Entdo ||ﬁ|| = a’sen(®), logo

O» «F» « =) «
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Aula 16  Area de Superficie

Exemplo

2

Determine a drea da superficie esférica x> +y” 4 z> = a*, com a > 0.

Parametrizacio: ¢(6,P) = (acos(6)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 6 € [0,2n] e P € [0, 7].

Vetor Normal: N = asen(®) ¢ (6,P)

Entdo Hﬁ” = a*sen(®), logo

A(S) = /02” /OnaZ sen(®) dd d6

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 114 /139



Aula 16  Area de Superficie

Exemplo

2

Determine a drea da superficie esférica x> +y” 4 z> = a*, com a > 0.

Parametrizacio: ¢(6,P) = (acos(6)sen(P),asen(0)sen(P),acos(P)),
com 6 € [0,2n] e P € [0, 7].

Vetor Normal: N = asen(®) ¢ (6,P)

Entdo Hﬁ” = a*sen(®), logo

2n W
A(S) = / / & sen(®) dd d6 — 4na
0 0
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Aula 16  Exercicios

@ Parametrize as superficies:

(1] S:{(x,y,z)e]R3:x2+y2+z2:4e1§ 1}

@ 5= {(x’y’z) ER :z= /32 +y) et +y2 42 < 1}

@ S={(xy2)eR xty+z=2ex’+)> <1}
© S={(xy2)eR P +y’=4e0<z<2+%-3
© S={(xy2) R :x?+y*=2ye0<z<x*+)*}
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Aula 16  Exercicios

@ Parametrize as superficies:

(1] S:{(x,y,z)e]R3:x2+y2+Z2:4eZ§ 1}

@ 5= {(x’y’z) ER :z= /32 +y) et +y2 42 < 1}

@ S={(xy2)eR xty+z=2ex’+)> <1}
© S={(xy2)eR P +y’=4e0<z<2+%-3
© S={(xy2) R :x?+y*=2ye0<z<x*+)*}

@ Calcule a drea da superficie S obtida ao girar o segmento de reta de
(0,1,3) e (0,3,1) em torno do eixo z.

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 115/139



Aula 16  Exercicios

@ Parametrize as superficies:

(1] S:{(x,y,z)e]R3:x2+y2+Z2:4eZ§ 1}

@ 5= {(x’y’z) ER :z= /32 +y) et +y2 42 < 1}

@ S={(xy2)eR xty+z=2ex’+)> <1}
© S={(xy2)eR P +y’=4e0<z<2+%-3
© S={(xy2) R :x?+y*=2ye0<z<x*+)*}

@ Calcule a drea da superficie S obtida ao girar o segmento de reta de
(0,1,3) e (0,3,1) em torno do eixo z.

@ Calcule a drea da superficie z = \/m, (x—2)2+4* < 1.
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Definimos a integral de superficie de um campo escalar continuo f(x,y, z)
sobre uma superficie S, parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, como:

12N G4
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Definimos a integral de superficie de um campo escalar continuo f(x,y, z)

sobre uma superficie S, parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, como:

fj;de=f‘£f(x,y,z)dS=

«0» «Fr» «E» <« > Q>



Aula 17 Integral de Superficie de Campo Escalar

Integral de Superficie de Campo Escalar

Defini¢ao
Definimos a integral de superficie de um campo escalar continuo f(x,y, z)
sobre uma superficie S, parametrizada por ¢ («,v), com (u,v) € D, como:

[ [fosan- o2

dudv

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 116 /139



Aula 17 Integral de Superficie de Campo Escalar

Integral de Superficie de Campo Escalar

Defini¢ao

Definimos a integral de superficie de um campo escalar continuo f(x,y,z)
sobre uma superficie S, parametrizada por ¢ («,v), com (u,v) € D, como:

[ [fosan- o2

9¢

X = ||dudv é o elemento de drea.
v

dudv

onde dS = H%
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. Adal7 InwcgraldeSuperficiedeCampo Escalr
Q@ SeS=51USU...US,, entdo

fffds=if fds.
S i=1JJS;




. Adal7 InwcgraldeSuperficiedeCampo Escalr
Q@ SeS=51USU...US,, entdo

fffds=if fds.
S i=1JJS;

@ Sef(x,y,z) =1em S, entdo

[ s




Aula 17 Aplicacoes a fisica

Seja S uma chapa delgada, formando uma superficie no espago R?, com
densidade 6(x,y,z).
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L AaelT L Aplieagbesafisicn
Seja S uma chapa delgada, formando uma superficie no espago IR?, com
densidade 6 (x,y,z).
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Aula 17 Aplicagdes a fisica

Seja S uma chapa delgada, formando uma superficie no espago R?, com
densidade 6(x,y,z).

Massa

M:fﬁé(x,y,z)dS

Momento de Inércia
O momento de inércia em relagdo a um eixo E é dado por:

IE:ffrz(x7y’Z)8(x’y7Z)dS
S

onde r(x,y,z) é a distancia de (x,y,z) ao eixo E.
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N S plicagbes A ffsica;
O centro de massa (x,y) é dado por:

1
X= Mfﬁx&(x,y,z)d&

«40r «F» « =) 4 > Q>



N S plicagbes A ffsica;
O centro de massa (x,y) é dado por:
1




N S plicagbes A ffsica;
O centro de massa (x,y) é dado por:
1




Aula 17 Exercicios

Q@ Calcule ffzdS, onde S é a superficie x = y+272,com0<y<le
s
0<z<L

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 120/ 139



Aula 17 Exercicios

Q@ Calcule ffzdS, onde S é a superficie x = y+272,com0<y<le
s
0<z<L

Q@ Calcule f f (z-+xy)dS, onde S é a parte do cilindro y> +z> = 1 que estd
s

entre os planos x = 0 e x = 3, no primeiro octante.
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Aula 17 Exercicios

Q@ Calcule ffzdS, onde S é a superficie x = y+272,com0<y<le
s
0<z<L

Q@ Calcule f f (z-+xy)dS, onde S é a parte do cilindro y> +z> = 1 que estd
s

entre os planos x = 0 e x = 3, no primeiro octante.

© Calcule a massa da superficie S parte do plano z =2 — x dentro do

cilindro x*> +y? = 1, sendo a densidade dada por §(x,y,z) = y°.
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Aula 17 Exercicios

Q@ Calcule ffzdS, onde S é a superficie x = y+272,com0<y<le
s
0<z<L

Q@ Calcule f f (z-+xy)dS, onde S é a parte do cilindro y> +z> = 1 que estd

s
entre os planos x = 0 e x = 3, no primeiro octante.

© Calcule a massa da superficie S parte do plano z =2 — x dentro do

cilindro x*> +y? = 1, sendo a densidade dada por §(x,y,z) = y°.

© Uma lamina superﬁcial S tem a forma de um cone dado por
z=4-2 +y?2 e limitado pelo plano xy. Em cada ponto de S a
densidade é proporcmnal a distancia entre o ponto e o eixo z. Mostre que
o momento de inércia em relagdo ao eixo z € igual a %M ,onde M é a
massa de S.
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Uma superficie S € orientdvel se for possivel definir um campo de vetores
unitarios normais a S, que varie continuamente sobre S.

it
a
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Uma superficie S € orientdvel se for possivel definir um campo de vetores
unitarios normais a S, que varie continuamente sobre S.

o

a
u]
v
a
)]
v
a
it
v
a
it
it
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Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao
Uma superficie S € orientavel se for possivel definir um campo de vetores
unitarios normais a S, que varie continuamente sobre S.

4

Observacoes:

@ Uma superficie orientavel tem duas orientacdes possiveis, ou seja, tem
dois lados.

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 121/139



Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao
Uma superficie S € orientavel se for possivel definir um campo de vetores
unitarios normais a S, que varie continuamente sobre S.

4

Observacoes:

@ Uma superficie orientavel tem duas orientacdes possiveis, ou seja, tem
dois lados.

@ Ha superficies que tém um lado sé como, por exemplo, a fita de Mobius,
que € um exemplo de uma superficie ndo orientdvel.
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Esta superficie ndo € orientavel.

«40r «F» « =)

a
it
v
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Uma superficie é fechada se divide o espago IR? em dois subconjuntos.

it
a
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Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao

Uma superficie é fechada se divide o espaco IR? em dois subconjuntos.

Observacao: Superficies fechadas orientdveis tém duas orientacdes
“naturais”, determinadas pela normal “exterior” e pela normal “interior”.
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Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao

Uma superficie é fechada se divide o espaco IR? em dois subconjuntos.

Observacao: Superficies fechadas orientdveis tém duas orientacdes
“naturais”, determinadas pela normal “exterior” e pela normal “interior”.

Exemplos de superficies orientaveis
o Esfera

Cone

Elipséide

Paraboldide

Hiperbolé6ide

Toro
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Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao
Seja S uma superficie orientada por um campo de vetores normais unitarios
7. Dizemos que o bordo de S, 95, esté orientado positivamente se, ao

caminhar ao longo de dS, com a cabega no sentido de 7, tivermos S 2 nossa
esquerda.
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Aula 18  Superficies Orientdveis

Defini¢ao
Seja S uma superficie orientada por um campo de vetores normais unitarios
7. Dizemos que o bordo de S, 95, esté orientado positivamente se, ao

caminhar ao longo de dS, com a cabega no sentido de 7, tivermos S 2 nossa
esquerda.

Observacao: Uma regra pritica para orientar dS é a conhecida “regra da mao
direita” com polegar no sentido de .
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S Aulal8 Integral de Superficie de Campo Vetorial
Seja S uma superficie regular orientavel.
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S Aulal8 Integral de Superficie de Campo Vetorial
Seja S uma superficie regular orientavel. Seja 7 uma orientacdo de S.

12N G4
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Defini¢ao

Seja S uma superficie regular orientavel. Seja 7 uma orientacdo de S. Seja ?
um campo vetorial continuo definido em um aberto contendo S. A integral de
superficie de F' através de S ou o fluxo @ de F através de S € a integral de
superficie do campo escalar F - i
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Defini¢ao

Seja S uma superficie regular orientavel. Seja 7 uma orientacdo de S. Seja ?
um campo vetorial continuo definido em um aberto contendo S. A integral de
superficie de F' através de S ou o fluxo @ de F através de S € a integral de
superficie do campo escalar F - i

cp:ffs?.ﬁds.
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Defini¢ao

Seja S uma superficie regular orientavel. Seja 7 uma orientacdo de S. Seja ?
um campo vetorial continuo definido em um aberto contendo S. A integral de
superficie de F' através de S ou o fluxo @ de F através de S € a integral de
superficie do campo escalar F - i

cp:ffs?-ﬁds.

Observacao: Se ? representa o campo de velocidades de um fluido, essa
integral fornece o volume do fluido que atravessa S em uma unidade de
tempo, na direcdo de .
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B 1rtczcal e Stpexficie de Campo Vetorial,
Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e

= Ou X Py
[ 9u x @y

entao
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e

= Ou X Py
[ 9u x @y

entao

® = ffS?.ﬁds
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e

= Ou X Py
[ 9u x @y

entao

= [ as= [ Feown @iy oo
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e

7 — ¢u X (Pv
[ 9u x @y

entao

® = ff? W dS = ff? u,v)) ||¢u M N0 x 9| dudy

_ ffD?(qb(u,v))-((buxqbv) dudy
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Aula 18 Integral de Superficie de Campo Vetorial

Se S é parametrizada por ¢ (u,v), com (u,v) € D, e

= Ou X Py
[ 9u x @y

entao

® = }f? W dS = ff? u,v)) ||<Pu M N0 x 9| dudy
= || Fowv)- (0x¢,) dudv

Observacao: A integral de superficie de um campo escalar ndo depende da
orientacdo, mas a integral de superficie de um campo vetorial depende.
Extamente como acontece com as integrais de linha.
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Aula 18 Exercicios

© Calcule o fluxo de ?(x, v,z) = (xze¥, —xze”, 7) através da superficie
x+y+z =1, no primeiro octante, considerando W apontando para
baixo.
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Aula 18 Exercicios

@ Calcule o fluxo de ?(x, v,z) = (xze¥, —xze”, 7) através da superficie
x+y+z =1, no primeiro octante, considerando W apontando para
baixo.

@ Calcule o fluxo de ?(x, y,2) = (y* +2%,x,x), através da superficie de
revolucdo obtida girando o segmento de reta que liga o po_r>1t0 (4,1,0) a
(2,4,0) em torno do eixo x, onde o vetor 7 satisfaz 7 - 1 > 0.
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Aula 18 Exercicios

@ Calcule o fluxo de ?(x, v,z) = (xze¥, —xze”, 7) através da superficie
x+y+z =1, no primeiro octante, considerando W apontando para
baixo.

@ Calcule o fluxo de ?(x, y,2) = (y* +2%,x,x), através da superficie de
revolugdo obtida girando o segmento de reta que liga o ponto (4,1,0) a
(2,4,0) em torno do eixo x, onde o vetor 7 satisfaz 7 - 1 > 0.

- = —
© Calcule o fluxo de ?(x, v,z)=x1 +yj —2zk, através da superficie S,
parte do cilindro x? +y? = 2x, limitado pele plano z = 0 e pelo cone
7= +/x%+y?%, com vetor normal apontando para fora de S.
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Aula 19  Teorema de Gauss

O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre uma integral tripla sobre
uma regido s6lida W C R? e uma integral de superficie sobre a fronteira de W.
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O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre uma integral tripla sobre
uma regido sélida W C IR? e uma integral de superficie sobre a fronteira de W.

Teorema

Seja W C IR® um sélido, cuja fronteira OW = S estd orientada positivamente
com T exterior a W.
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Teorema

Seja W C IR® um sélido, cuja fronteira OW = S estd orientada positivamente
com 7 exteriora W. Seja F um campo vetorial de classe C' em um aberto
U contendo W.
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O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre uma integral tripla sobre
uma regido sélida W C IR? e uma integral de superficie sobre a fronteira de W.

Teorema

Seja W C IR® um sélido, cuja fronteira OW = S estd orientada positivamente
com 7 exteriora W. Seja F um campo vetorial de classe C' em um aberto
U contendo W. Entdo,

fs_aw?'ﬁdszffj;,di"?dxdydz.
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Aula 19  Teorema de Gauss

O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre uma integral tripla sobre
uma regido sélida W C IR? e uma integral de superficie sobre a fronteira de W.

Teorema

Seja W C IR® um sélido, cuja fronteira OW = S estd orientada positivamente
com 7 exteriora W. Seja F um campo vetorial de classe C' em um aberto
U contendo W. Entdo,

fs_aw?'ﬁdszffj;,di"?dxdydz.

O Teorema de Gauss, ou Teorema da divergéncia permite calcular fluxos
através de superficies fechadas.
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Calcule o fluxo exterior de ?(x, y,2) = (e*seny,e*cosy,yz?) através da
superficie S que € a caixa delimitada pelos planos x=0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

«AOr <Fr <> «=)» A



Calcule o fluxo exterior de ?(x, y,2) = (e*seny,e*cosy,yz?) através da
superficie S que € a caixa delimitada pelos planos x=0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

ZA
[ S
I
-« e
Feml-—
o y
x v

«40r 4F>r «=)» « =)

12N G4




Calcule o fluxo exterior de ?(x, y,2) = (e*seny,e*cosy,yz?) através da
superficie S que € a caixa delimitada pelos planos x=0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

<A

Consideremos o s6lido W definido por:
| S 0o 0<x<1,
|
i | 0 0<y<l,
/)———-——-—3 eec0<z< 1.
x v
«40r «F» « =) 4

12N G4




Calcule o fluxo exterior de 7(x, y,2) = (e*seny,e*cosy,yz?) através da

superficie S que € a caixa delimitada pelos planos x=0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

<A

Consideremos o s6lido W definido por:
| S 0o 0<x<1,
' <y<
d N e 0<y<lI,
/)———-——-—3} eec0<z< 1.
v




Aula 19  Exemplos

Exemplo 1:

Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (e*seny, e’ cosy,yz?) através da
superficie S que € a caixa delimitada pelos planosx =0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

ZA

Consideremos o sélido W definido por:
I S o 0 SXS 1,
<y<
< | e 0<y<1,
/»——A———Hy ecl0<z< 1.

x :
ffS?-ﬁdS - fffwdiv?dv

1 oplopl
= / / / e seny — e*seny+ 2yzdxdydz
0o Jo Jo
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Aula 19  Exemplos

Exemplo 1:

Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (e*seny, e’ cosy,yz?) através da
superficie S que € a caixa delimitada pelos planosx =0,x=1,y=0,y=1,
z=0ez=1.

ZA

Consideremos o sélido W definido por:
I S o 0 SXS 1,
<y<
< | e 0<y<1,
/»——A———Hy ecl0<z< 1.

x :
ffS?-ﬁdS - fffwdiv?dv

1 pl pl 1
= / / / e“seny —e*seny+ 2yzdxdydz = ~
o Jo Jo 2
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da
superficie S definida por Z—z + Z—z + % =1,coma>0,b>0ec>0.
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da
superficie S definida por Z—z + Z—z + % =1,coma>0,b>0ec>0.

J

N

«40r «F» « =) 4 > Q>



Calcule o fluxo exterior de ?(x, v,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da
superficie S definida por ;C_; + Z—z + zz =1,coma>0,b>0ec>0.

J

Consideremos o s6lido W
definido por:

2 2 2
X Ve
S5+
a
Yy
W coma>0,b>0ec>0.

ﬁ zéla



Aula 19  Exemplos

Exemplo 2:

Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da

superficie S definida por ;‘—2 + i—z —I—(f—i =1l,coma>0,b>0ec>0.

Consideremos o sélido W
definido por:

2 2 2
x5y Z
StEts <l

Y
W coma>0,b>0ec>0.
‘[ F.ids = IIfdw?dV
S w
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Aula 19  Exemplos

Exemplo 2:

Calcule o fluxo exterior de ?( x,y,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da

superficie S definida por 25 + —|— - =1l,coma>0,b>0ec>0.

Consideremos o sélido W
definido por:

2 2 2
x5y Z
StEts <l

y
W coma>0,b>0ec>0.

‘[Sﬁuﬁdszz Ilﬁﬁw?dv
= ffﬁvysenz—ysenzdxdydz
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Aula 19  Exemplos

Exemplo 2:

Calcule o fluxo exterior de ?( x,y,z) = (xysenz,cos(xz),ycosz) através da

superficie S definida por 25 + —|— - =1l,coma>0,b>0ec>0.

Consideremos o sélido W
definido por:

2 2 2
x5y Z
StEts <l

y
W coma>0,b>0ec>0.

‘[Sﬁuﬁdszz Ilﬁﬁw?dv
= ffﬁvysenz—ysenzdxdydzzo
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (w2, y; +tanz, x>z 4 y?) através da
superficie S definida pela metade superior da esfera x> +y? +z> = 1.

J
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (w2, y; +tanz, x>z 4 y?) através da
superficie S definida pela metade superior da esfera x> +y? +z> = 1.

J
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (w2, y; +tanz, x>z 4 y?) através da
superficie S definida pela metade superior da esfera x> +y? +z> = 1.

J

X

ATENCAO: A superficie S ndo delimita um sélido em RR>.
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Calcule o fluxo exterior de ?(x,y,z) = (w2, y; +tanz, x>z 4 y?) através da
superficie S definida pela metade superior da esfera x> +y? +z> = 1.

J

aplicar o Teorema de Gauss, temos que “fechar” a superficie.

«40r «F» « =) 4 > Q>

ATENCAO: A superficie S ndo delimita um sélido em R3. Para podermos



Calculando f fSl ? -7 dS pela definicdo:
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Calculando f fSl ? -7 dS pela definicao:

Parametrizacao de S;:

9(x,y) = (x,7,0), onde (x,y) € D ={(x,y) € R*:x*+)* <1}
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Calculando f fSl ? -7 dS pela definicao:

Parametrizacao de S;:

¢(x,y) = (x,5,0), onde (x,y) € D={(x,y) € R 1’ +)* < 1}
Vetor Normal exterior a S;: n{ = (0,0,—1)
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Calculando f fSl ? -7 dS pela definicao:

Parametrizacao de S;:

¢(x,y) = (x,5,0), onde (x,y) € D={(x,y) € R 1’ +)* < 1}
Vetor Normal exterior a S;: n{ = (0,0,—1)

f Fomds =
N
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Calculando f fSl ? -7 dS pela definicdo

Parametrizacao de S,

o(x,y) =

(x,5,0), onde (x,y) € D= {(x,y) e R*: ¥ +y* <1}
Vetor Normal exterior a Sy: n1

(0,0,—1)

fs?-n—{ds:ff(, ) (0,0, —1) dxdy



Calculando f fSl ? -7 dS pela definicdo

Parametrizacao de S,

o(x,y) =

(x,5,0), onde (x,y) € D= {(x,y) e R*: ¥ +y* <1}
Vetor Normal exterior a Sy: n1

(0,0,—1)

f&?-n—{ds:ff(, ) (0,0.~1)dxdy =~



Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.
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Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.

Logo, pelo Teorema de Gauss:
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Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.

Logo, pelo Teorema de Gauss:

fsus??ds - ffj‘;div?dV
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Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.

Logo, pelo Teorema de Gauss:

fsus??ds - ffj‘;div?dV
ffS?-ﬁdSJrfS F.ads = fffwx2+y2+z24xdydz
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Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.

Logo, pelo Teorema de Gauss:

fsus??ds - ffj‘;div?dV
ffS?-ﬁdSJrfSl?-?ds - fffwx2+y2+z24xdydz
fj;?-?dS—% _

5
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Seja W= {(x,y,2) e R :x*+y? +z2 < 1ez>0}.

Logo, pelo Teorema de Gauss:

fsus??ds - ffj‘;div?dV
ffS?-ﬁdSJrfS F .7 ds

= ff‘fwxz—i-yz—kzzdxdydz
fj;?-?dS—%

_ 2=
5
ﬂ;?.ﬁds _ b

20
«40r 4F>r «=)» « =) Q>



Aula20  Teorema de Stokes

O teorema seguinte pode ser visto como uma versdo do Teorema de Green,
em dimensdo maior.
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Aula20  Teorema de Stokes

O teorema seguinte pode ser visto como uma versdo do Teorema de Green,
em dimensdo maior.

Teorema

Seja U C R3 um aberto conexo e ? = (P,Q,R) um campo vetorial de classe
C'em U.
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Aula20  Teorema de Stokes

O teorema seguinte pode ser visto como uma versdao do Teorema de Green,
em dimensdo maior.

Teorema

Seja U C R3 um aberto conexo e ? = (P,Q,R) um campo vetorial de classe
C' em U. Seja S C U uma superficie regular por parte, orientada pelo campo
normal unitdrio 7.
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Aula20  Teorema de Stokes

O teorema seguinte pode ser visto como uma versdao do Teorema de Green,
em dimensdo maior.

Teorema

Seja U C R3 um aberto conexo e ? = (P,Q,R) um campo vetorial de classe
C' em U. Seja S C U uma superficie regular por parte, orientada pelo campo
normal unitdrio 7. Seja dS o bordo de S com a orientacdo induzida pela
orientagdo de S (pela regra da mdo direita).
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Aula20  Teorema de Stokes

O teorema seguinte pode ser visto como uma versdao do Teorema de Green,
em dimensdo maior.

Teorema

Seja U C R3 um aberto conexo e ? = (P,Q,R) um campo vetorial de classe
C' em U. Seja S C U uma superficie regular por parte, orientada pelo campo
normal unitdrio 7. Seja dS o bordo de S com a orientacdo induzida pela
orientagdo de S (pela regra da mdo direita). Entdo,

]gS?od7:ij‘rot?-7dS.
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w0l | Teoremade Stokes.
@ Se a superficie € plana, o Teorema de Stokes coincide com o Teorema de
Green.

12N G4
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Aula20  Teorema de Stokes

Observagoes

@ Se a superficie € plana, o Teorema de Stokes coincide com o Teorema de
Green.

@ Dizemos que 7{ ? d7 éa circulacio de ? e ffrot? W dSéo
as Ky

fluxo do rotacional de F .
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Aula20  Teorema de Stokes

Observagoes

@ Se a superficie € plana, o Teorema de Stokes coincide com o Teorema de
Green.

@ Dizemos que 7{ ? d7 éa circulacio de ? e ffrot? W dSéo
as S

fluxo do rotacional de F .

@ Como consequéncia do teorema de Stokes, obtemos que o Teorema das 4
equivaléncias, também € valido para conjuntos simplesmente conexos
3
em R°.
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Aula20  Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular % ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x> +y> = 9, com orientaco no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).
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plano x+y+z = 1 com o cilindro x> +y> = 9, com orientaco no sentido
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<

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 136 /139



Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

2 A curva € é o bordo da superficie S
parametrizada por
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Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

2 A curva € é o bordo da superficie S
parametrizada por

¢(X,y) = (x,y,l—x—y)
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

A curva € é o bordo da superficie S
parametrizada por

¢(X,y) = (x,y,l—x—y)

(x,y) €D ={(x,y) € R*: x> +y* < 9}.
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

2 A curva € é o bordo da superficie S
parametrizada por

¢(X,y) = (x,y,l—x—y)

(x,y) €D ={(x,y) € R*: x> +y* < 9}.

Logo 1ot F (¢(x,)) = (0,42,y2).
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Aula20  Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular % ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x> +y> = 9, com orientaco no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

<
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular % ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

é?d? - ffsrot?-ﬁds
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

é?d? - ffrot?-ﬁds
- ffOx -(1,1,1)dxdy
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

é?d? - ffrot?-ﬁds

= ffOx -(1,1,1) dxdy
21

= / /r3drd6
o Jo
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Aula 20 Exemplo

Use o teorema de Stokes para calcular f ? -d7,sendo € éa interse¢do do

€
plano x+y+z = 1 com o cilindro x?> + y* = 9, com orientagdo no sentido
anti-hordrio quando vista de cima e F (x,y,z) = (x’z,xy%,2%).

é?d? - ffrot?-ﬁds

= ffOx -(1,1,1) dxdy
21

= / /r3drd6
o Jo

in
2

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 137/ 139



Aula20  Exercicios

@ Calcule a integral do campo vetorial ?(x, y,2) = (—y%,7,x) ao longo do
tridngulo 7 com vértices {(1,0,0),(0,0,3),(0,1,0)} percorrido nessa
ordem.
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Aula20  Exercicios

@ Calcule a integral do campo vetorial ?(x, y,2) = (—y%,7,x) ao longo do
tridngulo 7 com vértices {(1,0,0),(0,0,3),(0,1,0)} percorrido nessa
ordem.

© Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas F sobre uma particula
que se move ao longo da curva o (f) = (2cost,2sent,4 — 2sent),

0<t<2m, sendo F(x,y,2) = (z+y%,¢” +1,In(z2+ 1) +y).
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Aula20  Exercicios

@ Calcule a integral do campo vetorial ?(x, y,2) = (—y%,7,x) ao longo do
tridngulo 7 com vértices {(1,0,0),(0,0,3),(0,1,0)} percorrido nessa
ordem.

© Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas F sobre uma particula
que se move ao longo da curva o (f) = (2cost,2sent,4 — 2sent),

0<t<2m, sendo F(x,y,2) = (z+y%,¢” +1,In(z2+ 1) +y).

© Use o Teorema de Stokes para calcular / ydx+zdy+xdz, onde € é a
€

curva fechada obtida pela interse¢do do plano x4y = 2 com a esfera
(x—1)24 (y—1)%2 42> = 2. Indique a orientagio escolhida.
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Aula20  Exercicios

© Usando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forgas F (x,y,z) = (—2y°,2x?,3z%) sobre uma particula que se desloca
ao longo da curva parametrizada por y(t) = (cos(t),sen(z),t), com
t€[0,2x].
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Aula20  Exercicios

© Usando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forgas F (x,y,z) = (—2y°,2x?,3z%) sobre uma particula que se desloca
ao longo da curva parametrizada por y(t) = (cos(t),sen(z),t), com
t€[0,2x].

@ Considere a superficie S = {(x,y,2) e R’ : z=x> +y*,x* +)* < 1},
orientada com a normal 7 com terceira coordenada negativa. Seja
F(x,y,z) = (—y,x,1). Calcule o fluxo de F através da superficie S, com
direcao i
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Aula20  Exercicios

© Usando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forgas F (x,y,z) = (—2y°,2x?,3z%) sobre uma particula que se desloca
ao longo da curva parametrizada por y(t) = (cos(t),sen(z),t), com
t€[0,2x].

@ Considere a superficie S = {(x,y,2) e R’ : z=x> +y*,x* +)* < 1},
orientada com a normal 7 com terceira coordenada negativa. Seja
F(x,y,z) = (—y,x,1). Calcule o fluxo de F através da superficie S, com
direcao i

@ Pela definicao.
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Aula20  Exercicios

© Usando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forgas F (x,y,z) = (—2y°,2x?,3z%) sobre uma particula que se desloca
ao longo da curva parametrizada por y(t) = (cos(t),sen(z),t), com
t€[0,2x].

© Considere a superficie S = {(x,y,z) eER :z=x*+y2 ¥+’ < 1},
orientada com a normal 7 com terceira coordenada negativa. Seja
F(x,y,z) = (—y,x,1). Calcule o fluxo de F através da superficie S, com
direcao i

@ Pela definicao.

@ Pelo teorema de Gauss.
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Aula20  Exercicios

© Usando o Teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo de
forgas F (x,y,z) = (—2y°,2x?,3z%) sobre uma particula que se desloca
ao longo da curva parametrizada por y(t) = (cos(t),sen(z),t), com
t€[0,2x].

© Considere a superficie S = {(x,y,z) eER :z=x*+y2 ¥+’ < 1},
orientada com a normal 7 com terceira coordenada negativa. Seja
F(x,y,z) = (—y,x,1). Calcule o fluxo de F através da superficie S, com
direcao i

@ Pela definicao.

@ Pelo teorema de Gauss.

© Pelo teorema de Stokes.
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