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VR 1 de dezembro de 2014
VS 8 de dezembro de 2014
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Aula 1 Apresentagio do Curso

Provas
12 VE | 17 de setembro de 2014 | Peso 2
22 VE | 26 de novembro de 2014 | Peso 3
VR 1 de dezembro de 2014
VS 8 de dezembro de 2014

Observagoes

Se os alunos faltarem a uma das duas primeiras provas, poderdo fazer a prova de 2* Chamada
(VR). A nota da VR terd o peso correspondente a prova que estd substituindo.

Serdo aprovados os alunos com média final igual ou superior a 6,0. Os alunos que tiverem
média final entre 4,0 e 5,9, poderdo fazer a VS e serdo aprovados caso obtenham nota igual ou

superior a 6,0 na VS.

M. J. Resende (UFF)

www.professores.uff.br/mjoao

2014-2

2/59



Aula 1 Apresentagao do Curso

Bibliografia Bésica:

@ Rioco Barreto, Maria Lucia Menezes. Cdlculo Il A - Médulos,
disponivel no site.

o STEWART, James. Cdlculo, vol 2.
@ ANTON, Howard. Cdlculo, um novo horizonte, vol 2.
e GUIDORIZZI, Hamilton L. Um Curso de Cdlculo, vol 2 € 3.

Listas de Exercicios:
Utilizaremos as listas de exercicios disponiveis pelo departamento.

ATENCAQO: Os exercicios disponiveis nos mddulo, sdo de nivel basico.
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Aula 1 Apresentagio do Curso

Programa da disciplina

@ Integrais miltiplas

>

>

>

>

Integral dupla. Definicdo e propriedades

Integral repetida. Teorema de Fubini

Mudanga de varidveis na integral dupla

Aplicacdes: area, volume, massa, centro de massa e momento de inércia
Integrais triplas

Reducio da integral tripla a integral dupla

Mudancga de varidveis na integral tripla

Aplicacdes: volume, massa, centro de massa e momento de inércia

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 4159



» Divergente

@ Campos vetoriais e operadores diferenciais
> Rotacional

» Laplaciano

@ Curvas no R? e no R?

> Parametrizacdes de curvas
> Aplicagdes a0 movimento

» Comprimento de arco

«Or <F» 12N G4
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Aula 1 Apresentagio do Curso

Programa da disciplina

@ Integrais de linha

>

>

>

Integral de linha de fun¢do escalar

Integral de linha de campo vetorial

Campos conservativos

Integral de linha de um campo conservativo

Independéncia do caminho de integrag@o. Existéncia de fun¢do potencial
CondicOes necessdrias e suficientes para um campo vetorial ser
conservativo

Conjunto simplesmente conexo

Teorema de Green

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 4159



@ Superficie

» Parametrizacao de superficies
» Plano tangente
» Area de superficie

o Integrais de superficie

» Integral de superficie de fun¢do escalar
Integral de superficie de fun¢do vetorial
> Teorema de Stokes

Teorema de Gauss

» Aplicagdes

v

v
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Al Revisfodeintegraldefinida
Sejaf: [a,b] — R uma fung¢do continua.
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Aula 1 Revisdo de integral definida

Sejaf: [a,b] — R uma fung¢do continua.

YA

I= /abf(x)dx

a b

=Y

I = area da regido R delimitada pelo grafico de f, o eixo x e pelasretas x =a e
x=b.
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Seja f : D — R uma funcio continua, onde D C R%.

Z

z=f(x,y)
/

(3

<y
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Seja f : D — R uma funcio continua, onde D C R%.

YA

=Y
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Seja f : D — R uma funcio continua, onde D C R%.

YA

ST oM

N
[
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Seja f : D — R uma funcio continua, onde D C R%.

Z

z=f(x,y)
/

(3

<y
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Seja f : D — R uma funcio continua, onde D C R%.
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- Aual Inegraldwpla
Assim,
f f Fley)dedy = Tim ¥ F(xt.y!)ArAy.
D nee =1
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Assim,

f fxydxdy—llm Zf l,yj )AxAy.

[,  fleydsdy




Aula 1 Integral dupla

Assim,

fff(x,y dxdy = lim Zf X7, ¥} )AxAy.
D

A integral de f sobre a regido D denota-se por:

[,  fley)dsay
f fD f(x,y)dA
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Aula 1 Integral dupla

Assim,

fff(x,y dxdy = lim Zf X7, ¥} )AxAy.
D

A integral de f sobre a regido D denota-se por:

[,  fley)dsay
f fD f(x,y)dA
f DfdA

v
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Aula 1 Integral dupla

Sejam f,g : D C R> — R duas funcdes integréveis e seja ¢ € IR uma
constante.

Propriedades da Integral Dupla

o [fy-va- [y [
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Aula 1 Integral dupla

Sejam f,g : D C R> — R duas funcdes integréveis e seja ¢ € IR uma
constante.

Propriedades da Integral Dupla

Ay
o fchfdA:cffodA;
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Aula 1 Integral dupla

Sejam f,g : D C R> — R duas funcdes integréveis e seja ¢ € IR uma
constante.

Propriedades da Integral Dupla

Ay
o fchfdA:cffodA;

© Se D=D;UD; e D;ND; tem conteuido nulo, entdo

T [

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula 1 Integral dupla

Sejaf : D C R? — R uma funcio integravel.

Observagoes

@ Consideremos o sélido S abaixo do grafico de f e acima do conjunto D.
Entdo o volume de S é dado por

V(S) = ffodA

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 9/59



Aula 1 Integral dupla

Sejaf : D C R? — R uma funcio integravel.

Observagoes

@ Consideremos o sélido S abaixo do grafico de f e acima do conjunto D.
Entdo o volume de S é dado por

V(S) = ffodA

(2] f‘fDldA: area (D).
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Consideremos o retdngulo D = [a,b] X [c,d]. Se a fun¢dof : D — R é
integrdvel, entdo

it
v
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Consideremos o retdngulo D = [a,b] X [c,d]. Se a fun¢dof : D — R é
integrdvel, entdo

[, fD Fx,y)dxdy

-/ ’ [ / df(x,y)dy] dx




Consideremos o retdngulo D = [a,b] X [c,d]. Se a fun¢dof : D — R é
integrdvel, entdo

[, fD Fx,y)dxdy

=/ ’ [ / bf(x,y)dx] dy

/ ’ [ / ) dy] dx




Consideremos o retdngulo D = [a,b] X [c,d]. Se a fun¢dof : D — R é
integrdvel, entdo

[, fD feyyavay = [ [ / df(x,y)dy] dx

=/ ’ [ / bf(x,y>dx] dy

Notacao: Podemos usar a notag@o acima sem o parénteses.
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2 2
@ Calcule a integral iterada / / veYdxdy.
1 J1

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



2 2
@ Calcule a integral iterada / / veYdxdy.
1 J1

@ Calcule o volume do sélido

S={(x2) €R*:0<x<2,0<y<2e0<z<16—x"—)y*}.

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



2 2
@ Calcule a integral iterada / / veYdxdy.
1 J1

@ Calcule o volume do sélido

S={(x2) €R*:0<x<2,0<y<2e0<z<16—x"—)y*}.

@ Calcule ff V' 1—x2dA, onde R =[—1,1] x [-2,2].
R
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D € uma regido como na figura, limitada pelas retas x =a e
x = b e pelas curvas de equagdo y = g (x) e y = g2(x).

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 12/59



Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D € uma regido como na figura, limitada pelas retas x =a e
x = b e pelas curvas de equagdo y = g (x) e y = g2(x).

YA
82

81

Q - — —
@A-_-_-_-
=Y
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D € uma regido como na figura, limitada pelas retas x =a e

x = b e pelas curvas de equagdo y = g (x) e y = g2(x).

YA

y=g(x)
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D € uma regido como na figura, limitada pelas retas x =a e
x = b e pelas curvas de equagdo y = g (x) e y = g2(x).

YA y =g (x)

QF--

=
S<bF------
=Y

Entao
b rg(x)

faa= [ [ ey dyas
D a Jgi(x)

www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 12/59
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D é uma regido como na figura, limitada pelas retas y =c e
y =d e pelas curvas de equagdo x = h(y) e x = ha(y).
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais
Suponhamos que D é uma regido como na figura, limitada pelas retas y =c e
y =d e pelas curvas de equagdo x = h;(y) e x = ha(y).

YA
d

=Y
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D é uma regido como na figura, limitada pelas retas y =c e
y =d e pelas curvas de equagdo x = h(y) e x = ha(y).

=Y
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Aula2  Teorema de Fubini em regides gerais

Suponhamos que D é uma regido como na figura, limitada pelas retas y =c e
y =d e pelas curvas de equagdo x = h(y) e x = ha(y).

=Y

Entao

d rh(y)
f fD pan=[" | ) dsdy

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 13/59



@ Esboce a regido de integracdo e calcule a integral f f ysenxdxdy, onde
D
D={(x,y) €ER?*: |x| < 7/2e0<y<cosx}.

«Or <Fr A= «E>» 12N G4



@ Esboce a regido de integracdo e calcule a integral f f ysenxdxdy, onde
D={(x,y) €ER?*: |x| < 7/2e0<y<cosx}
© Esboce a reglao de integracdo e inverta a ordem das integrais iteradas
V12
o / / Fx,y)dydx
\/_

o[ / Y ey ddy.
o 1 / " fley)dyds.

«40r «F» « =) 4 > Q>



© Encontre o volume do s6lido W acima do plano xy e limitado pelas
superficies z=1—y2,z=0,x=0ex—y=2.
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© Encontre o volume do s6lido W acima do plano xy e limitado pelas
superficies z=1—y2,z=0,x=0ex—y=2

© Calcule as seguintes integrais

ff cos(y*)dxdy, onde D é limitada por y = /x,y=2ex=0
D

iy —ex+ldxdy
P N 4
o/()/\zﬁe"dxdy-l—/l/\zﬁe dxdy

it
v
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O >

=Y

a

DA




=

O >

=Y

a

DA




Vi

u

Yi

Uma mudanca de varidveis em IR? é uma funcio

¢: D,CR> —R?

(u,v)

= Y
=

— (X,Y) = ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v))
de classe C! e injetiva no interior de D,,,.

O» «F»r « =

12N G4



Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

Suponhamos que o Jacobiano de ¢ ¢ diferente de 0, ou seja:

_ Oy | %2
J—J(p(l/l,\))—m— % % 7,:0

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 17759



Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

Suponhamos que o Jacobiano de ¢ ¢ diferente de 0, ou seja:

d(x,y) gr ox
J=Jp(u,v) ="+ = u I
d(u,v) % %
Prova-se que
dxdy = |J|dudv

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

Suponhamos que o Jacobiano de ¢ ¢ diferente de 0, ou seja:

d(x,y) o &
J=J¢(u,v) = =9 9 1#0
d(u,v) % %
Prova-se que
dxdy = |J|dudv

Entao,

ffnyf(X,y)dxdyzffl)u"f(x(u,v),y(mv))mdudv

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Pelo teorema da fungio inversa, o Jacobiano de ¢ ~! é dado por

Joly) = 20 | 5%
VT | g %

«40r «F» « =) 4
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Pelo teorema da fungio inversa, o Jacobiano de ¢ ~! é dado por

. 9 (u,v) gu  gu 4 1
Jo~ (x,y)=a(x " —‘ %’é %3 |=(J¢(u,v)) = Tota)
’ X y )




Pelo teorema da fungio inversa, o Jacobiano de ¢ ~! é dado por

1 d(u,v) % % » |
TN =500 = ‘ o o | = o)™ = s
9 I Y ,

S resrasas= ([ seotwmnisoiauas




Considere a regido

D ={(x,y) ER*>:x—1<y<x+le —x+1<y< —x+2} e calcule
y? —x% dxdy.
D
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Considere a regido

D ={(x,y) ER*>:x—1<y<x+le —x+1<y< —x+2} e calcule
y? —x% dxdy.
D
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Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

Mudanca de coordenadas:

= :L—FV
{u x+y {x ‘7
V= Y=

=

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 20/59



Mudanca de coordenadas:

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

ox
_| a
1= %
Ju

M. J. Resende (UFF)

Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

x+y x =
<:>{ S

xX=y y="3

Ix

v

Iy

v
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Mudanca de coordenadas:

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

ox
_| a
1= %
Ju

M. J. Resende (UFF)

Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla
— utv

x+y x ="

- — { _u=v
XYy y="
% 11 1

v | —| 2 2 [ —
o | =1 1 |=—37%0
dv 2 2
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Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla

Mudanca de coordenadas:

= :L—FV
{u x+y {x ‘7
V=X Y=

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

=

Jdx  Odx 11 1
—| d — —
T=1 % & | =|1 21 |=—5%#0
Jdu Jdv 2 2

Entao

2,1
ffyz—xzdxdy = / / —uv|[J|dvdu
D 1 J-1
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Mudanca de coordenadas:

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

ox
Jdu
dx
Ju

~
I

Entao

M. J. Resende (UFF)

Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla
_ utv
x+y X="5
- — _ u—v
xX=) y="

% 11 1
Ll=|1 2y |=5e0
dv 2 2

2 1
// —uv|[J|dvdu
1 J-1
1 2 1
= —= uvdvdu
2/1 /—1
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Mudanca de coordenadas:

ondeu € [1,2]eve[—1,1].

ox
d
T=| o
Ju

Entao

M. J. Resende (UFF)

Aula3  Mudanga de Varidveis na Integral Dupla
_ utv
x+y X="5
- — _ u—v
xX=) y="

% 11 1
=1 2 |=3%0
v 2 2

2 1
// —uv|[J|dvdu
1 J-1
1 2 1
= —= uvdvdu
2/1 /—1

1 2
= —5/1 0du=0
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Seja P um ponto do plano.

YA

=Y
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Seja P um ponto do plano.

YA

=Y
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Seja P um ponto do plano.

YA

=Y
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Seja P um ponto do plano.

YA

=Y
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Seja P um ponto do plano.

YA

=Y

[ x=rcos(0)
9(r.0) = { y=rsen(0)
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¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),




¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),
onder>0e 6y <0 < 6y+2x, para algum 6, € R.
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¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),
onder>0e 6y <0 < 6y+2x, para algum 6, € R.

ore) | 2 =
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¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),

onder>0e 6y <0 < 6y+2x, para algum 6, € R.

J_a(X,}’)_ % ox | | cos(8) —rsen(6)
S d(r0) | & 9‘% ~ | sen(0) rcos(0)



¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),

onder>0e 6y <0 < 6y+2x, para algum 6, € R.

_dxy) a—f g—g | cos(@) —rsen(B) | 5 2a
J_a(r,e)_ g_z % = | sen(8) rcos(8) =rcos“O+rsen 0 =r



Aula 3 Coordenadas Polares

Coordenadas Polares
¢(r,0) = (rcos(0),rsen(0)),

onder >0e 6y <0 < 6+ 27, para algum 6y € R.

~d(xy) % g—g | cos(@) —rsen(B) | 5 24
J_a(r,e)_ % 3% = | sen(8) rcos(6) =rcos“O+rsen“0 =r

fff(x,y)dxdy:ff f(rcos®,rsen®)rdrdd J
D Do

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2 22/59



S A3 CoordemadasPolares
@ O termo dxdy nao € substituido por drd6, mas por rdrd6.

it
v
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S A3 CoordemadasPolares
@ O termo dxdy nao € substituido por drd6, mas por rdrd6.

@ A area de D, em coordenadas polares, € dada por

A(D) :fj;dxdy

«40r «F» « =) 4 > Q>




S A3 CoordemadasPolares
@ O termo dxdy nao € substituido por drd6, mas por rdrd6.

@ A area de D, em coordenadas polares, € dada por

A(D)=fj;dxdy=fjl; rdrde.

«40r «F» « =) 4 > Q>




@ Calcule o volume do sélido W limitado inferiormente pela regiao
R={(x,y) € R*:1<x*+y?> <4ex>0} e superiormente pela
superficie z = x> + 2.

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



@ Calcule o volume do sélido W limitado inferiormente pela regiao
R={(x,y) € R*:1<x*+y?> <4ex>0} e superiormente pela
superficie z = x> + 2.

2 VA2 3
@ Calcule / / (x2+y2)2 dydx.
—2Jo

«AOr <Fr <> «=)» A



@ Calcule o volume do sélido W limitado inferiormente pela regiao
R={(x,y) € R?:1<x*+y* <4ex>0} e superiormente pela
superficie z = x> + 2.

2 VA2 3
@ Calcule / / (¥ +y%)? dydx.
—2Jo

@ Calcule a area da regido

D={(x,y) e R?: x> +y> —2x >0, x> +y* <dey < V3x}.

«40r «F» « =) 4 > Q>



Aula 3 Coordenadas Polares

Exemplos
@ Calcule o volume do sdlido W limitado inferiormente pela regido

R=1{(x,y) € R?:1<x*>+y*> <4ex>0} e superiormente pela
superficie z = x> + y°.

2 Va—x2 3
@ Calcule / / (x2+ y2)2 dydx.
—2Jo

© Calcule a drea da regido

D={(x,y) e R?: x> +y> —2x >0, x> +y* <dey < V3x}.

@ Calcule o volume do sélido
2
W:{(x,y,z)GJR3:xZ+y2§ lel<z<12—3x—4y).

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Seja D C R? uma lamina plana delgada, com densidade (massa por unidade
de area) dada pela funcdo 8 : D C R? — RR.
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Seja D C R? uma lamina plana delgada, com densidade (massa por unidade
de area) dada pela funcdo 8 : D C R? — RR.

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



Seja D C R? uma lamina plana delgada, com densidade (massa por unidade
de area) dada pela funcdo 8 : D C R? — RR.

M:fst(x,y)dA

Se &(x,y) for constante, dizemos que a ldmina é homogénea.

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



I Aulart  Aplicagbes deintegral dupla
O centro de massa (x,y) € dado por:

__ 1 -
x—MffDxS(x,y)dA e y=

1

w fD ¥6(x,y) dA

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>




Aula4  Aplicagoes de integral dupla

Centro de massa

O centro de massa (x,y) é dado por:

x:Mff (x,y)dA ey-ffnyy

Momento de Inércia
O momento de inércia em relagdo a um eixo E é dado por:

- || fD P(3,3) 8(x,v) dxdy

onde r(x,y) é a distncia de (x,y) ao eixo E.
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fnyZ (x,7) 8(x,y) dxdy
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«AOr <Fr <> «=)» A

fny2(x,y)5(x,)’)dxdy e IyszDxZ(x,y)s(x,y)dxdy




fnyz(x,y)fs(x,y)dxdy e I

_ ffDxZ(x,y)a(x,y)dxdy

«Or <Fr <= « > a



fny2(x,y)5(x,)’)dxdy e Iyszsz(x,y)a(x,y)dxdy




@ Calcule a massa de uma placa com a forma da regiao

D = {(x,y) € R?: 2x> <y < 1 +x? e x > 0}, sabendo que a densidade de
massa em cada ponto é dada por d(x,y) = x+2y.

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



Aula4  Exercicios

Exemplos

@ Calcule a massa de uma placa com a forma da regido
D ={(x,y) € R? : 2x*> <y < 1 +x* e x > 0}, sabendo que a densidade de
massa em cada ponto é dada por §(x,y) = x+ 2y.

© Calcule a massa de uma placa homogénea que tem o formato de um lago
da rosdcea de quatro pétalas r = cos(20).
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Aula4  Exercicios

Exemplos

@ Calcule a massa de uma placa com a forma da regido
D ={(x,y) € R? : 2x*> <y < 1 +x* e x > 0}, sabendo que a densidade de
massa em cada ponto é dada por §(x,y) = x+ 2y.

© Calcule a massa de uma placa homogénea que tem o formato de um lago
da rosdcea de quatro pétalas r = cos(20).

© A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular é
proporcional a distdncia ao centro do circulo. Determine o centro de
massa da lamina.
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Aula4  Exercicios

Exemplos

@ Calcule a massa de uma placa com a forma da regido
D ={(x,y) € R? : 2x*> <y < 1 +x* e x > 0}, sabendo que a densidade de
massa em cada ponto é dada por §(x,y) = x+ 2y.

© Calcule a massa de uma placa homogénea que tem o formato de um lago
da rosdcea de quatro pétalas r = cos(20).

© A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular é
proporcional a distdncia ao centro do circulo. Determine o centro de
massa da lamina.

© Calcule o momento de inércia polar de uma placa homogénea com a
forma do disco x* +y* = 2x.
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Aula4  Exercicios

© Calcule a integral f f % dxdy, onde D é a regido determinada
DX Ty

pelas condicoes x> +y> < lex+y> 1.
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Aula4  Exercicios

© Calcule a integral f f % dxdy, onde D é a regido determinada
DX Ty

pelas condicoes x> +y> < lex+y> 1.

@ Determine o volume do sélido S onde:

@ S estd no primeiro octante e ¢ limitado por y* +z> = 4 e pelos planos
x=2y,x=0ez=0.
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Aula4  Exercicios

© Calcule a integral f f % dxdy, onde D é a regido determinada
DX Ty

pelas condicoes x> +y> < lex+y> 1.

@ Determine o volume do sélido S onde:

@ S estd no primeiro octante e ¢ limitado por y* +z> = 4 e pelos planos
x=2y,x=0ez=0.

@ S ¢ limitado por —x? —y? +z%> = 1 e por z = 2.
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Aula4  Exercicios

© Calcule a integral f f % dxdy, onde D é a regido determinada
DX Ty

pelas condicoes x> +y> < lex+y> 1.

@ Determine o volume do sélido S onde:

@ S estd no primeiro octante e ¢ limitado por y* +z> = 4 e pelos planos
x=2y,x=0ez=0.

@ S ¢ limitado por —x? —y? +z%> = 1 e por z = 2.

© S estd acima da superficie z = \/m e no interior de x% + y2 +72=1.
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Aula4  Exercicios

© Calcule a integral f f % dxdy, onde D é a regido determinada
DX Ty

pelas condicoes x> +y> < lex+y> 1.

@ Determine o volume do sélido S onde:

@ S estd no primeiro octante e ¢ limitado por y* +z> = 4 e pelos planos
x=2y,x=0ez=0.

@ S ¢ limitado por —x? —y? +z%> = 1 e por z = 2.
© S estd acima da superficie z = \/x2 +y2 e no interior de x> +y? + 72 = 1.

@ S estd no interior de x> +y* +z> = 16 e no exterior de x> +y> = 4.
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(fechada e limitada).

Seja f: W € R?® = R, uma funcdo continua, onde W é uma regido sélida
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Seja f: W € R?® = R, uma funcdo continua, onde W é uma regido sélida
(fechada e limitada).

ff‘fwf(x,y,z)dxdydz




Seja f: W € R?® = R, uma funcdo continua, onde W é uma regido sélida
(fechada e limitada).

fffwf(x,y,z)dxdydz
ou
fffwf(x,y,Z)dV




Aula 5 Integral tripla

Integral tripla

Seja f: W C R?® — R, uma funcdo continua, onde W é uma regido sélida
(fechada e limitada).

A integral tripla de f sobre a regido W denota-se por:

fffwf(x,y,z)dxdydz
([
Mo
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e [ntegraltripla
Q Sef(x,y,z) =1 em W, entdo ff dxdydz=V(W).
W




Q Sef(x,y,z) =1 em W, entdo fff dxdydz=V(W).
W

o [[fsoar= [ [ oo




Aula 5 Integral tripla

Observagoes

Q Sef(x,y,z) =1em W, entdo fff dxdydz =V (W).
W

o [[fs+wa ([fpor [ o
o ([ {ffymecn
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Aula5  Aplicagoes de integral tripla

Seja W C IR? um sélido, com densidade (massa por unidade de volume) dada
pela fungio § : W € R® = R.
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I Aulaoly  Aplicagbes deintegral tripla
Seja W C IR? um sélido, com densidade (massa por unidade de volume) dada
pela fungio § : W Cc R? — RR.
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Aula5  Aplicagoes de integral tripla

Seja W C R? um sélido, com densidade (massa por unidade de volume) dada
pela fungio § : W € R® = R.

M—ff\f;‘/&x,y,z)dv

O centro de massa (x,y,7) é dado por:

:A;ff[vx5(x,y,z)dV
iy
Zzﬂl/lfffwz&x,y,z)dV
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Massa

Centro de massa

=l

<l
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Aula5  Aplicagoes de integral tripla

Seja W C IR? um um sélido, com densidade (massa por unidade de volume)
dada pela funcdo § : W C R? — RR.

Momento de Inércia
O momento de inércia em relagdo a um eixo E € dado por:

IE:fff r2(x,y,z)5(x,y,z)dxdydz
w

onde r(x,y,z) é a distncia de (x,y,z) ao eixo E.
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oA




ffwlfxyaz)dv ff [

x yaZ)dz:| dxdy

o

a
u]
v
a
)]
v
a
it
v
a
i
v
it



ffwlfxyaz)dv ff [

x yaZ)dz:| dxdy

o

a
u]
v
a
)]
v
a
it
v
a
i
v
it



12(x,y)
f f f(x,y,2)dV = f f [/ f(x,y,Z)dZ] iy
U4 D, Lzi(xy)

y2(X,Z)
ff f(x,y,Z)dV=ff [/ f(x,y,Z)dy] dxdz
W, D, YI(x7Z)




ffwlf(x’yﬂz)dV:ffl;l [/;2(36&)

f(xay,Z)dZ:| dxdy
l(x,y)

y2 (x,2)
ff flxy,z)dv = ff [/ fx,3,2) dy] drdz
= D, L/yi(x.2)







@ Escreva as seis integrais triplas que descrevem o volume do sélido que
2x+y+3z=6.

estd no primeiro octante limitado pelos planos coordenados e pelo plano

«40r 4F>r «=)» « =) = Q>



Aula 5 Cilculo de integrais triplas

Exemplos

@ Escreva as seis integrais triplas que descrevem o volume do sélido que
estd no primeiro octante limitado pelos planos coordenados e pelo plano
2x+y+3z=6.

1 pl1—x> pl—x
© Considere a integral iterada / / / f(x,y,z)dydzdx. Reescreva a
Jo Jo 0
integral nas ordens dydxdz e dzdxdy.
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Temos um resultado similar 2 mudanga de varidveis em integral dupla.

it
a
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Aula6  Mudanga de Varidveis na integral tripla

Mudancga de Variaveis

Temos um resultado similar 2 mudanga de varidveis em integral dupla.

fffwf(x,y,z)dxdydz: fffwwwf(x(”’V’WW(”’va)’z(uv"vw))wldudvdw

onde
dx  dx Ix
Cdlyz) |
T=5 "Nl @ @ av |0
(u,v,w) 9 i A
Jdu Jdv  ow

¢ o jacobiano da mudanca de varidveis
¢(u7v7w) = (x7y?z) = (x(u7v? W)7y(u7 V’W)7Z(u7 V,W))
eW=0(W,,w)
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v
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ZA

v

«0O)» «F»



ZA

v
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ZA

v

«0O)» «F»



x=reos(©)
0(r6.5):

y=rsen(e)
7=z

«Or «Fr «=r «=>r» E VA



o(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z),

«0O0>» «F>» «E>» «E)>» A



o(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z),
onder >0, 6y <0 < 6y+2x, para algum ) € Re z € R.
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o(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z),
onder >0, 6y <0 < 6y+2x, para algum ) € Re z € R.

;)

a(r,0,z)

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>



o(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z),

onder >0, 6y <0 < 6y+2x, para algum ) € Re z € R.

cos(@) —rsen(6) 0
J= 9(x,3,2) =|sen(f) rcos(@) O
a(r,0,z) 0 0 1



o(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z),

onder >0, 6y <0 < 6y+2x, para algum ) € Re z € R.

cos(@) —rsen(6) 0
J= 9(x,3,2) =|sen(f) rcos(@) O |=r
d(r,0,z) 0 0 1



Aula6  Coordenadas Cilindricas

Coordenadas Cilindricas
¢(ra Q,Z) = (I" COS(Q),}"SCH(O),Z),
onde r >0, 6y < 0 < 6y+ 27, para algum 6y € Re z € R.

cos(6) —rsen(6) 0O
J= 9%,2) =|sen(@) rcos(6) O |=r
d(r,0,z) 0 0 1

ffff(x,y,z)dxdydz: fff f(rcosO,rsen®,z)rdrdfdz
14 W,

rfz
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@ Calcule f f f x* +y? 4+ 2zdxdydz, onde W é o sélido acima do plano xy,
w

no interior do cilindro x> 4+ y> = 4 e abaixo do paraboléide
7=25—-x%>—y%

«Or <Fr A= «E>» 12N G4



Aula6  Coordenadas Cilindricas

Exemplos

@ Calcule f f f x* 4+ y? 4+ 2zdxdydz, onde W é o sélido acima do plano xy,
w
no interior do cilindro x? +y* = 4 e abaixo do paraboléide

7=25—x>—y%.

@ Determine a massa da regido limitada pelas superficies x> +y> = 2x e
z= y/x*+y? e pelo plano z = 0, com densidade dada por

5(x,y,z) = \/xi+7y2
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Aula6  Coordenadas Cilindricas

Exemplos

@ Calcule f f f x* 4+ y? 4+ 2zdxdydz, onde W é o sélido acima do plano xy,
w

no interior do cilindro x> 4+ y> = 4 e abaixo do paraboléide
7=25—x>—y%

@ Determine a massa da regido limitada pelas superficies x> +y> = 2x e

z= y/x*+y? e pelo plano z = 0, com densidade dada por
_ 1
6(x7y7z) - /x2+y2'

© Exprima em coordenadas cartesianas a integral

2+rsenf
/ / / (2rcos O +rsen0)zdzdrdo
2

cos 9+scn6 rcos

que esta dada em coordenadas cilindricas.
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®(p.6,9): {

= p cos(0) sen(0)
y=p sen(0)sen(¢)

2= peos(9)

Or «F»r « =»

«=

o



D(p,6,9) = (p cos(8)sen(¢), p sen(6) sen(¢), p cos(¢)),




D(p,0,9) = (p cos(6)sen(9),p sen(6) sen(¢),p cos(¢)),
onde p >0, 6y < 0 < 6+ 27, para algum 6y € Re ¢ € [0, 7].

«40r 4F>r «=)» « =) Q>



D(p,0,9) = (p cos(6)sen(9),p sen(6) sen(¢),p cos(¢)),
onde p >0, 6y < 0 < 6+ 27, para algum 6y € Re ¢ € [0, 7].

d(x,y,z)
2(p,0,0)

«40r «F» « =) 4 > Q>



Aula 7 Coordenadas Esféricas

Coordenadas Esféricas

(p,6,6) = (p cos(8) sen(9). p sen(B) sen(4), p cos($)),
onde p >0, 6y < 6 < 6y+ 27, para algum 6y € Re ¢ € [0, 7].

)sen(¢) p cos(6)cos(9)
sen(¢)  psen(0)cos(¢)
—psen(¢)
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Aula 7 Coordenadas Esféricas

Coordenadas Esféricas

(p,6,6) = (p cos(8) sen(9). p sen(B) sen(4), p cos($)),
onde p >0, 6y < 6 < 6y+ 27, para algum 6y € Re ¢ € [0, 7].

3(x,y,2) cosggiseng(iJ% —p selz(G(;) sel(lqg(g)) p COSE 3 cos((q)))
J = — = sen(0)sen(¢ pcos(0)sen psen(0)cos(d
d(p,0,9) cos(9) 0 (o)
= p’sen(9)
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Aula 7 Coordenadas Esféricas

Coordenadas Esféricas

(p,6,6) = (p cos(8) sen(9). p sen(B) sen(4), p cos($)),
onde p >0, 6y < 6 < 6y+ 27, para algum 6y € Re ¢ € [0, 7].

9(x,y,2) COSEg; sengfi)% —p Sen(g@)) se (( o) p COSE 3005(((;)))
J = = sen(6)sen(¢) pcos(6)sen(@) psen(6)cos(¢
I(p,6,9) cos(9) 0 (o)
= p’sen(9)

fffwf(x’y’z)d”ydzszw f(®(p,6,0))p>sen(¢)dp d6 do
poo
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@ Calcule a massa do sélido acima do plano z = 0 e limitado pela esfera
x?+y*+ 7% = 1, sendo a densidade descrita pela fungio
8(x,y,2) =142 +y>+ 2%
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@ Calcule a massa do sélido acima do plano z = 0 e limitado pela esfera
x?+y*+ 7% = 1, sendo a densidade descrita pela fungio
8(x,y,2) =142 +y>+ 2%

© Exprima em coordenadas retangulares a integral

/on/og/0195005(9)Sen2(¢)dpd¢de.

«0O0)>» «Fr» «E» « > Q>



Aula 7 Coordenadas Esféricas

Exemplos

@ Calcule a massa do s6lido acima do plano z = 0 e limitado pela esfera
x%+y>+z% =1, sendo a densidade descrita pela funcio
§(x,y,2) = 1+x7+y* +2°.

© Exprima em coordenadas retangulares a integral

/oﬂ/og /()lp5005(9)86n2(¢)dpd¢d9.

© Calcule o volume do sélido definido por

W= {(x,y,z) eR: 2+ +2 >4, 242+ 7 §4zey20}.
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funcdo vetorial de uma variavel real.

Parametrizar uma curva € descrever a curva como sendo a imagem de uma
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funcdo vetorial de uma variavel real.

Parametrizar uma curva € descrever a curva como sendo a imagem de uma
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funcdo vetorial de uma variavel real.

Parametrizar uma curva € descrever a curva como sendo a imagem de uma

YA
//
(o)
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funcdo vetorial de uma variavel real.

Parametrizar uma curva € descrever a curva como sendo a imagem de uma

YA
//
(o)
t —_—>

e 0:/ICR—R"

@ [/ é um intervalo
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funcdo vetorial de uma variavel real.

Parametrizar uma curva € descrever a curva como sendo a imagem de uma

//
(o)
t —_—>

e 0:/ICR—R"

@ [/ é um intervalo
eo(l)=%¢

YA

=V

«0O)» «F»

«E)»

12N G4



extremidade inicial A e final B.

Sejam A, B € R"?, com n = 2 ou n = 3. Parametrize o segmento de reta com
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extremidade inicial A e final B.

Sejam A, B € R"?, com n = 2 ou n = 3. Parametrize o segmento de reta com
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Sejam A, B € R"?, com n = 2 ou n = 3. Parametrize o segmento de reta com
extremidade inicial A e final B.

o(t) =A+1(B—A)

«Or <Fr A= «E>» 12N G4



Sejam A, B € R"?, com n = 2 ou n = 3. Parametrize o segmento de reta com
extremidade inicial A e final B.

o(t) =A+1(B—A)

te0,1]

«AOr <Fr <> «=)» A




Seja € o gréfico da funcdof : I C R — R.
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Seja € o gréfico da funcdof : I C R — R.

YA

Q_________
@______
=V

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



Seja € o gréfico da funcdof : I C R — R.

YA

Q_________
@______
=V
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Seja € o gréfico da funcdof : I C R — R.

g (.£(1))
BN Parametrizagio |
, o(t) = (1.f(1))
E E E tel=la,b]
a i b X
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YA

=V

01(t) = (acos(t), asen(r))
k4

te [0,271:]

(O “Fr «=»

(=




YA

=V

(O Fr o«

Hao



YA

=V

0>(t) = (asen(t), acos(t))
(2

te [0,271:]

(O “Fr «=»

(=




Seja a > 0. Consideremos a circunferéncia

(x—x0)*+ (y—y0)> = a*

«40r «F» « =) Q>



Seja a > 0. Consideremos a circunferéncia

(x—x0)*+ (y—y0)> = a*

01(1) = (xo +acos(t), yo+asen(t)),

t€[0,2m]

«40r 4F>r «=)» « =) Q>




Seja a > 0. Consideremos a circunferéncia

(x—x0)*+ (y—y0)> = a*

01(1) = (xo +acos(t), yo+asen(t)),

t€[0,2m]

02(1) = (xo +asen(t), yo+acos(t)),

t € [0,27]
«AOr <Fr <> «=)» A
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Sejam a, b > 0. Consideremos a elipse

(x —360)2 (y —)’0)2
a? + 2 !
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Sejam a, b > 0. Consideremos a elipse

(x —360)2 (y —)’0)2
a? + 2 !

01(1) = (xop +acos(t), yo+bsen(t)),

t € [0,27]

«Or «Fr «=)» «=)>» = Q>




5 .

Sejam a, b > 0. Consideremos a elipse

(x —360)2 (y —)’0)2
a? + 2 !

(t) = (xo +acos(t), yo+ bsen(t))

t € [0,27]

(t) = (xo +asen(t), yo+bcos(t))

, 1), te][0,2x]
«O0r» «Fr «=>» «=>»
—




Seja € a curva de intersecio do cilindro x> 4+y? = 1 e do plano x +z = 2.

«Or <Fr A= «E>» 12N G4
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Seja € a curva de intersecio do cilindro x> 4+y? = 1 e do plano x +z = 2.

Al !
LA T T TS
ey [
/

P ~
- -
[
s

-

N
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Seja € a curva de intersecio do cilindro x> 4+y? = 1 e do plano x +z = 2.
ZA

o (1) = (cos(t),sen(t),2 —cos(t))

t€[0,2m]

O» «F» « =)

<

12N G4




@ Esboce a curva ¢ parametrizada por o(t) = (acos(t),asen(t),bt), com
t€0,47) esendoa > 0eb > 0.

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



@ Esboce a curva ¢ parametrizada por o(t) = (acos(t),asen(t),bt), com
t€0,47) esendoa > 0eb > 0.

@ Determine uma parametrizacdo da curva de intersecdo da semiesfera
x2+y2+z2 =4,y >0como plano x+z = 2.

«AOr <Fr <> «=)» A



@ Esboce a curva ¢ parametrizada por o(t) = (acos(t),asen(t),bt), com
t€0,47) esendoa > 0eb > 0.

@ Determine uma parametrizacdo da curva de intersecdo da semiesfera
x2+y2+z2 =4,y >0como plano x+z = 2.

@ Parametrize a curva 16x” 4 9y? + 64x — 18y — 71 =0

O» «F» « =) «

12N G4



Aula 8 Exercicios

Exercicios

@ Esboce a curva ¢ parametrizada por o (t) = (acos(t),asen(t),bt), com
te€[0,4n]esendoa>0eb > 0.

© Determine uma parametrizacio da curva de interse¢ao da semiesfera
x> +y* 472 =4,y>0como plano x4z = 2.

© Parametrize a curva 16x% + 9y2 +64x—18y—71=0

© Parametrize a curva contida no primeiro octante, obtida pela intersecao
das superficies x> +y> =4 e x> + 7> = 4.
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A9 Inegraldelinhadecampoescalar
Um campo escalar em IR” € uma fungéo real de n variaveis reais, ou seja, €
uma fungdo do tipo:
f: R

- R
onde X = (x1,x2,...,%,)

X - f(X),

«40r «F» « =) 4 > Q>




Aula9  Integral de linha de campo escalar

Defini¢ao
Um campo escalar em IR” € uma fungio real de n variaveis reais, ou seja, é
uma funcao do tipo:
f: R" —» R
X - fiX),

onde X = (x1,x2,...,X,).

Vamos considerar apenas campos escalares em IR? ou em R,
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Consideremos uma fungio f : R* — R e uma curva ¢ de classe C' em R,
parametrizada por o(¢) = (x(z),y(¢),z(t)) com ¢ € [a,b].

Z
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Consideremos uma fungio f : R* — R e uma curva ¢ de classe C' em R,
parametrizada por o(¢) = (x(z),y(¢),z(t)) com ¢ € [a,b].

Z

Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos I; com comprimentos At = b;n”.
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Consideremos uma fungio f : R* — R e uma curva ¢ de classe C' em R,
parametrizada por o(¢) = (x(z),y(¢),z(t)) com ¢ € [a,b].

Entdo a curva fica dividida em n subarcos de comprimentos As; = ||o’(¢})|| Az
para algum 1 € I;.
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Consideremos uma fungio f : R* — R e uma curva ¢ de classe C' em R,
parametrizada por o(¢) = (x(z),y(¢),z(t)) com ¢ € [a,b].

Fazendo a soma

n

Y F(o(@)le’ (1)Ar,

i=1
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Consideremos uma fungio f : R* — R e uma curva ¢ de classe C' em R,
parametrizada por o(¢) = (x(z),y(¢),z(t)) com ¢ € [a,b].

Definimos a integral de linha de f sobre %
n
_ _ 1 ok 1 (%
[ pds= [ stn2)ds = fim V(o) o6

se o limite existir.
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Observacgoes

@ Se f ¢ uma fungado continua, entdo o limite anterior existe, ou seja,

/fds—/f e’ (o)l r,

onde o : [a,b] — R" é uma parametriza¢do de €.
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Observacgoes

@ Se f ¢ uma fungado continua, entdo o limite anterior existe, ou seja,

[ras= ["re@lio’@lar

onde o : [a,b] — R" é uma parametriza¢do de €.

@ Sef:R?>— R definimos / f ds analogamente.
4
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Observacgoes

@ Se f ¢ uma fungado continua, entdo o limite anterior existe, ou seja,

[ras= ["re@lio’@lar

onde o : [a,b] — R" é uma parametriza¢do de €.
@ Sef:R?>— R definimos / f ds analogamente.
4

© Sef € constante igual a 1, entdo

/ fds= / ds = comprimento de €.
3 3
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Observagoes

© A integral de linha de um campo escalar f ndo depende da
parametrizacdo nem de sua orientacdo, ou seja,

(ﬁfds:[gifds

onde ¢ e ¢~ sio orientagdes opostas de %
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Aula9  Integral de linha de campo escalar

Observagoes

© A integral de linha de um campo escalar f ndo depende da
parametrizacdo nem de sua orientacdo, ou seja,

(ﬁfds:[gifds

onde ¢ e ¢~ sio orientagdes opostas de %

n
@ Se ¥ é uma curva C' por partes, com ¢ = U ¢; entdo

i=1

[gfds:g[g[fds.
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I Aul=of) | Interpretagho geométrica
Seja f : R? — R uma funcio continua tal que f(x,y) > 0.

«Or «Fr «=)» «=)>» Q>



Aula9  Interpretagdo geométrica

Sejaf : R?> — R uma fungio continua tal que f(x,y) > 0.

Za (%, y.f (x,7))
/

<V

) / T (y0)
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Aula 9 Interpretagdo geométrica

Sejaf : R?> — R uma fungio continua tal que f(x,y) > 0.

Za (%, y.f (x,7))
/—4

<V

} / T (y0)

f ds = area da superficie cilindrica abaixo do grafico de f cuja base é a

192

curva €.
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Aula9  Aplicagoes a fisica

Seja ¢ um arame contido no plano IR?, com densidade dada pela fungio
§:¢CR* =R
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. Aua9 Aplicagdesafisica
§:FCcR*=> R

Seja ¢ um arame contido no plano IR?, com densidade dada pela fungio

«Or <Fr A= «E>» 12N G4



. Aua9 Aplicagdesafisica
§:FCcR*=> R

Seja ¢ um arame contido no plano IR?, com densidade dada pela fungio

O centro de massa (x,y) é dado por:

-1 -1
x—M[ng(x,y)ds e y—M[gyS(x,y)ds

«40r «F» « =) 4 > Q>




A9 Aplieagbesafisicn
O momento de inércia em relagdo a um eixo E é dado por:

Is = /% P (x,y) (x,y) ds

onde r(x,y) é a distancia de (x,y) ao eixo E.

it
v

«40r «F» « =) 4 Q>



Aula9  Aplicagoes a fisica

Momento de Inércia
O momento de inércia em relagdo a um eixo E ¢é dado por:

I = [grz(x,y)S(x,y)ds

onde r(x,y) é a distncia de (x,y) ao eixo E.

Analogamente, definimos a massa, o centro de massa e momento de inércia de
um arame contido em R3.
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Aula9  Exercicios

@ Seja € C R? a curva obtida pela interse¢do do cilindro eliptico
x% +2y* =2 com o plano z+ y = 10, satisfazendo x < 0. Calcule

/ x%ds.
4
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Aula9  Exercicios

@ Seja € C R? a curva obtida pela interse¢do do cilindro eliptico
x% +2y* =2 com o plano z+ y = 10, satisfazendo x < 0. Calcule

/ x%ds.
4

© Calcule a integral de linha / xy4 ds onde € é a metade direita da
c

circunferéncia x> + y* = 16.

M. J. Resende (UFF) www.professores.uff.br/mjoao 2014-2
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Aula9  Exercicios

@ Seja € C R? a curva obtida pela interse¢do do cilindro eliptico
x% +2y* =2 com o plano z+ y = 10, satisfazendo x < 0. Calcule

/ x%ds.

© Calcule a integral de linha / xy4 ds onde € é a metade direita da
c

circunferéncia x> + y* = 16.

@ Seja ¢ o arame delgado que une o ponto (0,0,0) ao ponto (1,1,1), cuja
forma é dada pela intersecdo do cilindro parabélico y —x*> = 0 e do plano
y—z = 0. Calcule a massa do arame se a densidade ¢ dada por

p(x,y,z) =x.
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