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Analise Real

Exercicios

Numeros Reais

. Mostre por indugao que n < 2™, para todo n € N.

Para todo = € R existe n € N tal que n > =z.

Prove que o conjunto dos niimeros primos ¢ infinito.

Construa de forma explicita uma bijegao entre (0,1) e (0,1) N N.

Sejam z,y € R tais que z < y. Mostre que existe algum ntmero irracional no intervalo |, y[.

Prove por indugao que para todo n € N:

2 3 n
1 1 1 (n+1)"
214+ = 1+-] - (14+—-) =——.
(o) (og) (o) =55
Sejam x um ndmero irracional e y um ntmero racional quaisquer. Escolha, justificando, a
opgao correta:

(a) 2% é racional. (b) £ ¢ irracional.
x
(c) vz é irracional. (d) néo se verifica nenhum dos casos anteriores.

Sejam x e y numeros irracionais quaisquer. Escolha, justificando, a opgao correta:

(a) x 4 y é irracional. (b) xy é irracional.
(c) 2% + y? é irracional. (d) ndo se verifica nenhum dos casos anteriores.
Prove que é verdadeira ou dé um contra-exemplo para a seguinte afirmagao:
Se A e B sdo conjuntos de R limitados e tais que AN B # (), entdo sup(A N B) =
minsup A4, sup B.
O infimo do conjunto {m ceQ: %> 3}:
(a) 6 V/3. (b) néo existe.

(c) é 0. (d) é um niimero racional maior que v/3.

Seja a = sup X. Prove que se a ¢ X entdo para todo € > 0, o conjuntoo (a — €,a) N X é
infinito.

Sequéncias de ntimeros reais

. Mostre que a sequéncia (2, )necn definida por ¢, =1+1/24+1/3+---1/n ndo é convergente.

n

. Mostre que a sequéncia (z,,)nen definida por x,, = — E n converge.
n

=1



3. Seja (zn)nen uma sequéncia convergente tal que o seu limite é x € R. Entdo a sequéncia
n

definida por z,, = — sz converge e tem z como seu limite.
n
i=1
4. Considere as sequéncias (an)n € (by), definidas por a, = (=1)" e b, = (2)~". Indique,

justificando, a(s) opgao(oes) correta(s):

[ee] (oo}
a In g convergente b 2b,, € divergente
2
i=1 i=1
(c) Z anby, é divergente (d) Z(an + b,,) é divergente
i=1 =1
3
xr1 = 5
5. Seja (zn)nen a sequéncia definida por 22
Tpil = — sen>1

2%,
(a) Mostre que para todo n € N temos z2 > 2 e que (), é monétona decrescente.
(b) Justifique que existe lim z,, e determine-o.

6. Seja (xy,), uma sequéncia real.

(a) Mostre que se as subsequéncias (Zan)n € (Tan—1)n S80 convergentes para 0 mesmo
nimero real a, entdo (z,), converge para a.

(b) Mostre que se as subsequéncias (o, )n, (Tan—1)n € (T3n)n sS40 convergentes, entao (x,)n
é convergente.

(¢) Mostre que se (zp), é convergente para um nimero real a, e se z3, > 0 e 22,1 < 0
para todo n € N, entao a = 0.

7. Suponha que z, < M e x,, < x,41 para todo n € N. Prove que lim x,, = sup{z,, : n € N}.

8. Seja (x,)n, uma sequéncia real e seja r € (0,1). Suponha que para todo n € N temos
|ant+1 — an| < ™. Mostre que (x,,), é uma sequéncia de Cauchy.

Séries de numeros reais

(o)
1. A série Z(—l)"e*%(n +1):
i=1

(a) é absolutamente convergente. (b) é condicionalmente convergente.
(c) é divergente. (d) Nao satisfaz nenhuma das condigdes anteriores.
o0

2. Mostre que nao existe nenhum nimero real « tal que a série E ne(at?)

i=1

converge.

Topologia de R
1. Determine o conjunto dos pontos de acumulagao de cada um dos seguintes conjuntos:
@Z (ORZ (o) {% ‘ne€ N}

2. Seja X C R. Mostre que R\X = R\intX e int(R\X) = R\ X.



. Definimos a fronteira de um conjunto X C R com sendo o conjunto dado por fr(X) =
X —int(X). Determine fr(Z) e fr(Q).

1
. Sejam A = {l :n €N} e A={2—- —:n e N}. Determine fr(AU B).
n n

. Prove que A C R é aberto se, e somente se para todo a € A e toda a sequéncia (x,) com
lim z,, = a, existe ng € N tal que z,, € A para todo n > ng.

. Sejam A C R um aberto e F' C R um fechado. Mostre que A — F' é aberto.

. Seja A um conjunto enumersvel. Prove que intA = ().

Limites e continuidade de funcoes

. Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = 223+3. Encontre § > 0 tal que | f(z)— f(0)| < 3,
para qualquer z tal que |x| < 4.

. Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = 2? —z. Encontre § > 0 tal que | f(z)| < £, para
qualquer x tal que |z — 1| < 4.

. Seja f: R — R a fungao definida por

_Jz+3 sex <2
f(x)—{ 3 —1 sex>2

Encontre 6 > 0 tal que |f(z) — f(2)| < {5, para qualquer z tal que |z — 2| < 4.
. Sejam X C R, @ um ponto de acumulacao de X e f,g: X — R.
(a) Nao existindo lim f(z) e lim g(x), poderdo existir lim (f(x)+ g(z)) ou lim (f(z)g(x))?
z—a z—a z—a T—a
(b) Existindo lim f(z) e lim (f(z) + g(z)), existird sempre lim g(z)?
z—a z—a z—a
(d
(e

)
(c) Existindo lim f(z) e ndo existindo lim g(z), poderd existir lim (f(z) + g(x))?
r—a r—a r—a
) Existindo liin f(z) e liin (f(x)g(zx)), poderd nao existir liin g(x)?

)

Se para todo x € X temos f(x) < g(x), ter-se-& necessariamente lim f(z) < lim g(z),
Tr—ra r—a

no caso de existirem os referidos limites?

2
. Prove usando a definicdo que lim v =—.
=2 \x+1 3

. Seja f : R — R definida por

_flzl—-1 sexeQ
f(x)—{ 0 se z € R\Q

Diga para que pontos a € R, existe lim f(x) e determine esses limites.
r—a

. Demonstre que existe algum nimero real z tal que sen(z) = = — 1.
. Mostre que existe algum p > 0 tal que

1
-1 < =.
<

cos(mx)

—1l<p=
lz —1] <p e
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Considere f : [a,b] — R com a seguinte propriedade: para todo = € [a, b], existe € > 0 tal que
f restrita a (x — €,z + €) N [a, b] é limitada. Prove que existe um M € R tal que |f(z)] < M
para todo = € [a, b].

Justifique se a afirmagao seguinte é verdadeira ou falsa:
Se f:R — R é continua e A é aberto, entao f(A) é aberto.

Sejam f : R — R uma funcio continua e A C R um aberto. Mostre que f~1(A) é um aberto.

Justifique se a afirmacgao seguinte é verdadeira ou falsa:

241
A funcdo f(z) = sen{z” +1) nao é uniformemente continua em [, 57].
x

Seja S = {x € [a,b] : f(x) <1} com f continua em R e f(a) <1< f(b).

(a) Prove que S é ndo-vazio.
(b) Prove que S é limitado superiormente.

(c) Defina ¢ = sup S. Prove que f(c) = 1. (Sugestdo: Mostre inicialmente que f(c) <.

Seja f:R—=Rcom lim f(z)= lim f(z)=10. Mostre que:
T——00 T— 400

(a) f é limitada;

(b) f é uniformemente continua.

Derivadas

. Sejam f,g: R — R tais que f(x) = xg(x) para todo z € R. Mostre que se g for continua em

zero, entao f é derivavel em zero e f'(0) = g(0).

. Deduza do teorema de Lagrange que para todo = € R temos [sen(z)| < |z|.

Seja f: R — R derivavel.

(a) Prove que
o flath) = fla—h)
) = fim T

(b) Mostre que o limite do item anterior pode existir sem que f seja derivavel.



