Gabarito da Prova 2 de Célculo 3A (29/06/2019)

1) Sejam F(z,y,2) = (222, ze‘”z,x2 +9?) um campo vetorial e S a superficie dada por z = —2 + 22 + y2, com z < 0. Calcule

/ F-ndS,
s

sendo que n é o vetor normal de S que aponta para dentro.
Seja W o sélido —2 + 22 +y?> < z < 0. Por Gauss

// divF-dV = [[F-@dS— [[F-@dS
D S
w

onde D é o disco x® +y* <2, z =0 ("tampando"a superficie) e ambas S e D estio
orientadas para cima. Para calcular o lado esquerdo, temos

N (2 9( ze®? w2402
div F' = (;IZ) + (Z;y ) + (xajy ) = 2xz

> cuja integral em W, por simetria (x — —x) vale 0.
Assim, basta calcular o fluzo de F através de D; em D, temos z = 0, portanto
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2) Seja C o quadrado de vértices (5,0), (0,5), (—5,0) e (0, —5), orientado no sentido anti-horario. Calcule a integral de linha

de campo vetorial
2,2 Y £
-—— | d —— + 2z | dy.
/(yw x2+y2> m+(x2+y2+ x) v
c

Vamos dividir a integral em duas:

e enfim

I = [y*2? dz + 2z dy.
oi

dy

IQZg 2+y dx + Q_T_y2

Para a primeira, seja R a regidgo dentro do quadrado. Por Green:

[ y*a?de + 2z dy = //(3(29”) oz )dA // 2 — 22%y) dA =
c

_2A( ) =2-(5v2)" = 100

pois, por simetria (y — —y), o sequndo termo tem integral nula.

Para a sequnda, seja Ry a regiio dentro do quadrado mas fora do circulo Co : ? +y? =1 .Agora:
()
Y 2+y z2+y?
— dz = — dA =0
/ a? 4y +w2+y2 = // dy
C—C4

Portanto, parametrizando Co por (cost,sint), 0 <t < 2w, temos:

27
Y . .
I, = — dm—l—id —/ —sint- (—sint) + cost - costdt = 27
’ /c 2?2 YT (Zeint)

Enfim
Il —|—Ig =100 + 27
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3) Calcule a drea lateral da superficie do sélido dado
por 2 <1—92% 2<1-22e2>0 (vide figura). A7\
e

/;

Por simetria, basta calcular a drea de um dos 4 "lados", e multiplicar por 4. Vamos calcular a drea do lado "direito"D:

Este lado pode ser parametrizado como grifico de funcdo:
7(z,y) = (x,y,l—yQ) onde —y<z<yel<y<l
pois a intersecdo dos dois cilindros é z =1—y? =1 — a2 = z = +y. Assim:
7o = (1,0,0); 7, = (0,1,=2y) = 7 x 7, = (0,2y,1) = |i%y x 7| = /1 + 4%

e enfim
y=1

e

y=0
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: _ (y+2®+yPz yaP+yt—a 0 & St ot .
4) Seja F(z,y) = ( gt Srtyr ). (N&@o & necessdrio justificar):

(a) F ¢ um campo conservativo em R? — {(0,0)}?
(b) Qual ¢ o valor de [ F-dr, onde C ¢é a curva que
c
comega em (1,0) e termina em (2,0), indicada no desenho?

a) Note que

. Y x
F(z,y) = (P,Q) = <x2+y2 T,y - z2+y2>

0g_or_(2-wtr) 9(te )
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Mas, infelizmente, nada podemos concluir daqui, pois o campo nao estd definido na origem!
Tentemos outra abordagem: wvamos calcular a circulagdo de F' num circulo Cy de raio 1 em torno da origem. Assim
7(t) = (cost,sint), 0 <t < 2w e ali

F(F(t)) = (sint+ cost,sint — cost)
7 (t) = (—sint,cost)
F.i = —sin®t — sintcost + sintcost — cos’ t = —1

e enfim

27
/ﬁ~dF:/ —1dt = —27
C 0

Como a integral de linha nesta curva fechada nao deu 0, F' nao pode ser conservativo.
b) Isto dito, o campo é conservativo numa regido simplesmente conexa contendo a curva dada — basta tomar uma regiao que
contenha a curva mas nao a origem!

Entao ali o campo é independente por caminhos; trocando o caminho dado pelo segmento de (1,0) a (2,0), temos:
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5) Seja S a superficie de um copo sem tampa, descrito a seguir: a lateral do copo é o cilindro 2% + ¢y = 1, —4 < z < 0;
o fundo do copo é a parte do plano z = —4 que se encontra dentro do cilindro. Considere o campo vetorial F (x,y,z) =

f(z,y,2). (xi+ yj+ zk), onde f (z,y,z) é uma funcio real (escalar) de classe C! em R? — {(0,0,0)}. Calcule //rot (F)-ndS
s

onde n é a normal a S apontando para fora.
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Pelo Teorema de Stokes:
//rot(F)-ndS:/f-dF
c
S

onde C ¢ o circulo 2 +y? = 1 no plano z = 0, orientado no sentido hordrio quando visto de cima, que pode ser parametrizado
por
7(t) = (sint,cost,0),0 <t < 2w

Agora

F(F(t)) = f(sint,cost,0) (sint,cost,0)
7 (t) = (cost,—sint,0)

Portanto, .
F(7(t)) -7 (t) = f (sint,cost,0). (sintcost — sintcost) =0

//rot(F)-ndS:/ F-di=0
C
S

ao longo da curva C. Assim



