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Sistemas Multivariavelis:
conceitos fundamentais

Profa Ninoska Bojorge

Sistemas multivariaveis

@..

S&o sistemas com varias entradas e saidas, em que uma entrada
afeta a varias saidas e reciprocamente uma saida é afetada por
varias entradas.
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Outra maneira de vé-lo
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Neste sistema cada entrada afeta s6 uma saida
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Neste sistema uma variavel de entrada afeta a mais
de uma variavel de saida.

Este € o efeito mais importante no projeto de ajust

apresenta interacao

para esses sistemas.

e das malhas de controle
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m, (s) G, (s) +3) yl(s)=

m(s) | [ (s -ng‘ Y2(s)

+

A 4

Sua representacao matricial de estado é:
Y1(S) = G, (s)m,(s) + G, (S)m,(S)
Y,(8) = Gy ()M (S) + Gy, (S)M,(S)

v.(9) (s Gu(s) Gu(d
= = G =
Y {yz(sj ME {mz(s)} ® {szs) Gzz(s)}

Y(s) =G(s)M (s)

Exemplos de sistemas multivariaveis

Controle de processos de mistura Controle de robd




Trés perguntas se devem fazer quando se deseja controlar

um sistema multivariavel @

1.- Qual é o efeito da interac&o sobre a resposta do sistema
controlado?

2.- Quanta interacao existe entre as malhas, e qual € a melhor
forma de parear as variaveis manipuladas e controladas paral
reduzir o efeito da interagao?

3.- Pode ser eliminada ou reduzida essa interacao através do
projeto do sistema de controle?

1.- Qual é o efeito da interac&o sobre a resposta do
sistema controlado?

Tipos de interagdo : (" Quando a interac&o provoca que as
duas malhas se ajudem mutuamente.

_< ou

Quando se fecham as outras malhas
a mudanca € na mesma direcdo que quando
_ estavam abertos.

Positiva

o
Quando as duas malhas brigam entre si
Negativa
< ou
Quando se fecham as outras malhas

a mudanca é na direcado contraria que quando
estavam abertos.




Pareamento de variaveis controladas e manipuladas
em sistemas de controle multivariaveis

Para selecionar que sinal de mando (entrada) se relacionara com
cada saida controlada, se precisa determinar quais de essas
entradas e saidas tém uma relacdo mais estreita e quais tém
forte interacdo ou se é desprezivel

A medicdo da interac&o pode se estabelecer medindo a variagao
das saidas (variaveis controladas) com respeito a cada uma das
entradas (variaveis manipuladas), o que se conhece como ganhos
relacionais entre os pares de variaveis controladas e manipuladas
do sistema.

Sistema multivariavel 2x2
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De aqui séo definidas:

Ganho relacional E/S de sistemas multivariavel em m  alha aberta
(quando as outras variaveis manipuladas sdo mantidas constantes)

K. :A—Cl Ky = 26
:ﬁ ! An‘l Arnz mil
Amj m2
_ Ac, _Ac,
K21 A 227 N
An‘ll m2 An‘lz ml
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Ganho relacional E/S de sistemas multivariavel em m alha fechada

(quando as outras variaveis controladas sdo mantidas constantes)

, A , A
K= =5 K = =5
Al’q c2 Arnz c2
AV . Ac
K21 =—= K22 = 2
Arnl cl Arnz cl

Conceito de Ganho Relativo / medicéo de interacao

equacao
4 = Ki __ganhomalha aberta
' K ganhomalha fechada
Para este caso
1. = Ky 1 = K,
11 K' 12 - K’
11 12
Matriz de ganho
A.. = Ko A= Ky, relativos
21 K' 22 K'
21 22

A medicao da interacao proposta por Bristol é a relacdo entre 0 ganho em malha
aberta e o ganho em malha fechada, definido como ganho relativo na seguinte




Calculo de Matriz de Ganho relativo de sistemas 2x2

Pode se determinar de varias formas: @

Experimental : realizam-se medicdes experimentais nas condicdes
estabelecidas na definicdo dos ganhos por meio da simulacdo de seus
modelos fisico-quimicos em estado estacionario.

Analitica no tempo: se faz por simples balanco de massa ou energia em
estado estacionario e sdo obtidos os limites das variagdes das variaveis
controladas com relacdo as manipuladas para quando as variacdes
tendem a zero (estado estacionario) ou diretamente pela derivada parcial

0C
_ 0
K” :AlimO—ACI = aC' = m m
i-0Am rkri(j amj aCJ
ij

A forma mais rapida de achar a matriz &

u=[G(0) *\[G oy

Este produto é o produto do
Hadamard (elemento por elemento)

EXEMPLO
Um sistema multivariavel tem o seguinte modelo:

Y(S)——ml(S)

3 4
Y,(8)= Mmoo,




1
Representado em blocos € Y, (S) = mml(s)

" 3¢ +12

m (s) T yi(s)
—_ >® >

S+1

35+1 —I—
m,(s) . Ya(S)
45+1 —I— >

Determinemos agora a matriz de ganho relativo

e Lembrete de operacbes com matrizes

UG = —(cofG)
: Onde: G = matrlz inversa de G;
det G = A= determinante da matriz G;

(cof G)™ = matriz transposta da matrlz > / / Cof (A) =[ _g i l Det (A) =5

dos cofatores de A .

_ (cof(A))'_ 1 [ -2]

Det (A) 504 1
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Y(9)=—m(9

3 4

S) +
33+1ml( ) 4s+1

A partir do modelo, a matriz de transferéncias €

Y, (s)=

1

o1 0 1
G(s)=| 5% A G(O)=‘3 2'
13s+1  4s+1]
5]
G0y =4 - cof” |78 1=‘ L 04‘
A A 4 -3/4 1/
[G(o)'lr=‘l _3/4‘ ,U:l Ot ¥
0 1/4 3 4 |0 1/4

Observacbes sobre esta matriz

E o arranjo mxn definido pelos ganhos relativos entre as diferentes variaveis
controladas e manipuladas do sistema multivariavel.

As variaveis controladas definem as filas, e as variaveis manipuladas definem
as colunas da matriz.

Kll KIZ

it B M2 -0 | @
Kil :.‘!

sz Kzz C

a M2 = o5, 2
0 =g K3,




A soma de todas suas filas e colunas sempre resulta a unidade @

IIl1 m 2
0.8 0.2
C 1
0.2 0.8 C,

Para minimizar o efeito da interagdo em um sistema de controle
multivariavel, a dupla de variavel controlada e manipulada se deve obte@___
um ganho relativo o mais perto possivel da unidade.

0.8 0.2
<,
0.2 08 1 ¢,

m1 deve controlar a C1

m2 deve controlar a C2




Nos sistemas com ganho relativo negativo  devem ser evitados de
qualquer forma.

ml lnz
0.8 1.8
c,
1.8 0.8 C,

m1 nunca deve controlar a C1

m2 nunca controlar a C2

N&o é recomendavel utilizar ganho relativo nulo , pois significa que a
variavel manipulada nédo efeito direto na variavel controlada e depende
da interacdo com outras malhas para se controlar.

m o

Cy

m1 nunca deve controlar a C1

m2 nunca controlar a C2




EXEMPLO

Selecionar os acoplamentos entrada / saida que minimizam a interacao @
entre malha nas seguintes matrizes de ganho relativo

08 02
a) A=
02 08
03 07
b) 4, =
0.7 O.
-03 13
C) A=
13 -0

Fica uma pergunta por responder das trés que fizemos ao inicio

3. Pode ser eliminada ou reduzida essa interaccéo através do projecto do @
sistema de controle?

SIM...

Podemos usar os chamados “desacopladores™

A partir da equacgéao do sistema

y,(8) = G (s)m,(s) + Gy, ()M, (S)
Y, (8) = Gy (S)M(S) + Gy (SM, ()

Y. néo troque

Suponha que acoplamos y, - m deseiamos quando
quej trocar M,
Y, - M, Y, né&o troque

guando ﬂ




yi(s) =0
G, (s)m(s) + G ,(s)m,(s) =0
G, (s)m(s) = -G, (s)m,(s)

my(s) =

Y,(s)=0
G, (sm(s) +G,,(s)m,(s) =0
G,,(s)m,(s) = =G, (S)M,(S)

“desacopladores”

m,(s) = m,(s)

m(s) + () G, (s) +® yl(s)=

________________ e O
4 — ¥
LN = (}12(5') J (Jll(S) 4[ 3
/ G, (s)
(7,,(5) o
-1 (G,,(5) . o Gy () | )
<oy () L Go(s oV, 5
. (s) + =(5) +®

B G,,(s) B G5(s) | D5(s)
Djl(S)_' sz(s) Dlz(S)_' G]l(s} D(s) = [ J




Problemas que podem apresentar-se

Pode necessitar-se desacopladores néo realizaveis fisicamente.

Os erros que tenha o modelo com o que se calcula o

desacoplemento influem e podem afetar a estabilidade gravemente

Analise dinamica de um sistema MIMO de 2x2

Ml(s)

G, (s)

*

M (s}
2 \ CQ(S}
G,,(s) GP?E(S)_)';C/ >




Aplicando as técnicas conhecidas da algebra de blocos ou a formula do Mason

-------------- Ci(s) _ G (8)Gp, ()1 + G, (8)Gpy (s —G,,(85)Gp, (5)G,(8)Gp,(5) @

R(s) A

Cys) _ G (5)Gp, (s)
R(s) B A

Cu(s) _ Gof8)Gr )
R,(s) A

Cs) _ Go(9)Gp, ) + G, (5)Gpy(9)] = Gy (8)Gp,,(5)G ()G, (5)
Ry(s) A

A= [1+ G ()Gp, (I + G, ()Gp ()] = G, (5)Gp ()G (5)Gp, (5)

Que informacao dao estas equacdes?

» O ajuste de cada controlador afeta a resposta de ambas as
variaveis controladas porque seu efeito esta na equacao
caracteristica que € comum

» A estabilidade dos lacos independentes ndo garante a estabilidade
do conjunto

Se tirarmos a interacdo entre as malhas

/ .

Pondo em manual o controlador 2 Pondo em manual o controlador 1
A=0 A=0
L'+ G (5)Gp,(5) =0 1+ Go(9)Gpyfs) = 0




» Para que a interacc¢&o afecte a resposta das malhas esta deve atuar em
ambos os sentidos, se alguma das duas FT entre malhas é zero

A=0

[1+ G.(9)Gp, )] [1+ G ()Gp,(8)] = O

As raizes desta equacao sdo quao mesmas as das duas anteriores

» Quando as malhas estfo fechadas e em modo automaticos a estabilidade
dependera também dos ramos que unem as malhas

EXEMPLO
N
_____ ) )...
e Ao e Tk
+ ) 0.1s | A Jk'/
-0.5
(10S+1)(35+1)
1
m2
0.5 *V,\ Cyfs)
(10S+1)(35+1) :C/ >




Malha 1

1+ 05 l+i *1=0

0.1S
140.5 0.1S5+1 -0
0.1S
01S+ 0055+ 0.5=0
0155+ 05=0

_ 05

=———=-333 Raiz negativa, malha estavel

Malha 2

1+2 1+i * 05 0
12S

10S+1)(5S+1)

5(125+ 1) 05 _

+2 * =0
12S ) @10S+1)(55+1])
12SA0S+1)(5S+1)+125* 125+1) =0
600S° +180S° +12S+150S+125=0
600S° +180S° +1625+125=0

S=-0.0827

S=-0.1087+ 049
]

Raizes negativas, lago estavel




A= [1+ G, ()G, [l + G,()Gp, )] = G ()Gp,,(5)G 8)Gp, (5) = O

(1+ o.5(1+ 1})*(3 25(1+ 1)* 05} - 0.5(1+ 1} *1*25(1+ 1}* "5
01S 12S) (0S+1)(5S+1) 01S 12S) (0S+1)(5S+1)

0155+ 05, 600S° +1805° +1625+125 5.201S+1)@125+1) _ 0
0.1S 12S(10S+1)(5S+1) S?(0S+1)(55+1)

90S* +3275° +1143S° +8287S+ 625 5.201S+1)(L2S+1) _ 0
1.2S (L0S+1)(5S+1) S? (L0S+1)(5S+1)

450088 +17700B’ +10635° +50481S° —22805S* -5188S°* - 2525 =0

Raizes da equacao caracteristica do sistema

0

0

-3.3388

-0.3820 + 0.6467i

-0.3820 - 0.6467i

0.3529 <« Mudanca de sinais, (raiz

-0.0917 + 0.0041i positiva): sistema instavel
-0.0917 - 0.0041i

Concluindo

A estabilidade das malhas independentes ndo garante a estabilidade do
conjunto multivariavel
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