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Disciplina: TEQ102- CONTROLE DE PROCESSOS

ESTABILIDADE
Método critério de Routh-Hurwitz
Método de Substituicao direta
Método do lugar geométrico das raizes (Root Locus)

Prof2 Ninoska Bojorge

o A estabilidade de um sistema linear malha fechada € determinada pela
localizacdo dos poélos da equacéo caracteristica malha fechada no
plano s;

o Se gualquer um destes polos estiver no semi-plano direito do plano s,
entdo, com o decorrer do tempo, eles dardo origem ao modo
dominante e a resposta transitoria aumentara monotonamente ou
oscilara com amplitude crescente;

o Critérios para a avaliacdo da estabilidade:

» Meétodo critério de Routh-Hurwitz
> Meétodo de Substituicdo Direta
» Método do lugar geométrico das raizes (Root Locus)




Pode-se definir basicamente 3 comportamentos diferentes em um
sistema a partir do estado inicial:

1) Decrescimento da resposta

2) Crescimento da resposta

3) Comportamento neutro

DECRESCIMENTO DA RESPOSTA: saida it /\ ﬁuh
decai ap0s aplicada uma entrada limitada = j %
~ SISTEMA ESTAVEL |
I:IIJ (B 3
!. Tranrn fel
CRESCIMENTO DA RESPOSTA: saida ﬂ
cresce apos uma entrada limitada = 1
- SISTEMA INSTAVEL T U L
=1 :
|

Tempa (s)

(B

Dinamicas do Proce

Controlador : Proporcional - Offset

l

I - o

Offset

Time Time Time

N ANANAAN

VvV LV VUV

Time Time Time

FOPDT: First Order Process Plus Dead Time




CRITERIO C

% Processo malha aberta estavel (Auto-regulatorio) :
processo estavel sem controle feedback

% Definicao de Estabilidade:

Um sistema linear irrestrito é dito ser estavel se a resposta de
saida é limitada para todas as entradas limitadas. Caso
contrario, € dito ser instavel.

Exemplo: Sistema de armazenamento de liquidos que néo
é de auto regulagéo

qi—l

gq_

CRITERIO (

Exemplo: Tanque capacitivo puro  dh

__ql _q
q; dt
—l

e [J g é independente do h

“ AsH (5) =Q () - Q(S)
=L 1T 1T
Sistema de nivel de liquido com H (S) - ZESE(DI (S) - I\ES;Q(S)

uma bomba é um processo (et (ot
instavel (ou ndo-auto-regulatorio). N

Processo de Integracdo

A funcao de transferéncia que relaciona o nivel de liquido h com
a vazao de entrada q; €:

H'(s) _ _1
(s =Gp(s) = s




CRITERIO

Para, o degrau de magnitude M, ,

\ M
H'(s)=—%
As
Tomando a transformada inversa de Laplace da uma resposta
transiente,
\ M
h'(t) = —Yt

Uma vez que esta resposta é ilimitada, podemos concluir que o
sistema de armazenamento de liquidos é instavel malha aberta (ou
nao-auto-regulatorio) ja que uma entrada limitada produz uma
resposta sem limites.

No entanto, se a bomba no sistema do tanque fosse substituida por
uma valvula, entdo o sistema de armazenamento seria de auto-
regulacéo.

ESTABILII

O problema de controle envolve a consideracao de estabilidade malha
fechada.

Conceito Geral:

Estabilidade BIBO (Bounded Input-Bounded Output)
Um sistema linear (sem restricdes) € dito ser estavel “se para todo
sinal de amplitude limitada aplicado na entrada, o sinal de saida é
também limitado.
Caso contrario, é instavel, ou seja, a amplitude do sinal de saida
tendera a crescer indefinidamente com o passar do tempo.”

Comentarios:
» Aestabilidade é muito mais facil para provar que a instabilidade
* |Isto € apenas um tipo de estabilidade




ESTABILIL

Dinamica da malha fechada

G G *
N g L py
1+ GeGyGpG 1+G¢GyGpGm

se G (FTMA) é uma funcao racional, em seguida, as funcdes
de malha fechada de transferéncia séo funcdes racionais e
tomam a form

g H(S) _aptays+..+ays”
Q(S) y+bys+..+byST

Y(9) =

ou representando em funcéo das FTs malha fechada, temos:

EQUAC
C — I<I’T](':"C(':"V(':"p R+ G|_ L
1+Ggy 1+Ggy

0Go = G.G,G,G,
Para mudanca no set-point, a equacéo acima se reduz a:
C _KnGBGp _ . (5= 2)(5=2p)-+(S— 2p)
R 1+Gg (= p(S— P2)--- (S~ Pn)

[J m < n: condicdo para a realizabilidade fisica
p,: PoOlos das raizes da equacao caracteristica

Equacéo Caracteristica:

1+ Gy =0 - desempenha um papel decisivo na determinacéo da
estabilidade do sistema




se Q(s) = 1/s e nédo ha polos repetidos, em seguida:

Co=P A M A

S STh STPR S~ Pn

cuja solucéao é:
C(t) = Ag + Arexp(pyit) + Ao exp(pat) +--- + Ay exp(pnt)

¢ Assim, um dos polos € um namero real positivo c(t) e
ilimitado.

« Se p, é a+ jb, uma parte real positiva e com a parte
Imaginario faz com que a resposta seja oscilatoria, entdo o
sistema é instavel.

ESTABILIL

mais uma vez...

Critério BIBO (Bounded Input, Bounded Output ):

“Um sistema qualquer é estavel se e somente se para toda e
qualguer entrada limitada, a saida correspondente também
for limitada”;

“Um sistema linear a malha fechada, invariante no tempo, a
parametros concentrados € estavel se e somente se todos
0s poélos de sua funcao de transferéncia de malha fechada
estdo no semi-plano esquerdo aberto do plano complexo s”




ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Regibes de estabilidade no plano complexo das raizes da equacao
caracteristica

Parte Imaginéaria

Regido
Instavel

Observacdo: A mesma equagao caracteristica ocorre tanto para as mudancas na carga e no setpoint
desde o termo 1 + Go.. Assim, se o sistema de malha fechada é estavel para perturbacdes de carga,
ele também sera estavel para mudancgas de set-point.
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Estabilidade BII

ESTABILIDADE: G(s) é estavel se todos os polos tiverem parte real negativa

G(s) :% Il

CONDICAO NECESSARIA: os coeficientes do polindmio do
denominador devem ser maiores que zero

NAO E UMA CONDICAO SUFICIENTE!

Se os coeficientes do polinbmio do denominador
* tiverem todos o0 mesmo sinal (todos positivos ou todos negativos) e

estiverem todos presentes
E preciso fazer ANALISE DE CRITERIOS PARA ESTUDO DE ESTABILIDADE

CRITERIO DE HURWITZ— uma condi¢do necesséaria ( mas néo
suficiente) de estabilidade BIBO de um sistema linear causal & que todos os
coeficientes do polinébmio-denominador da FT sejam positivos (ou tenham o

mesmo sinal)
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Estabilidade B

Critério de Routh

. Informa sobre a estabilidade absoluta do sistema. Pode-se
dizer se o sistema é estavel, marginalmente estavel ou
instavel.

Seja um sistema em malha fechada com uma funcao de
transferéncia que o representa:

FTMF(s) =G(s) = LG

Q(s)

Q(s) = 1+ G, (S) = equacéo caracteristica =
= denominador da malha fechada




Critério de estabilidade de Routh

Conceito: uma técnica analitica para determinar se as raizes do polinbmio tém
partes reais positivas

Método:
Equacéo Caracteristica: a,s"+ a,,s"'+ --- +a,S + a, = 0 (a,>0)
1) Todos os coeficientes a,,, a,.;, * - 8, devem ser positivo.
(se qq coeficiente é negativo ou zero, entdo o sistema € instavel.)
2) Construia a matriz de Routh
Fila
1 a, &, &,
2 A Ay Ay
3 b b, Db
4 G G
n+1 Z,

onde, n é a ordem da equacao caracteristica
b, = A8 T &, 3 b = A4 "S5
’ 2 ’
8y 3y
— blan—3 — an—1b2 — blan—S — an—lbs
Cl 1 C2 )
b b

Todos os elementos da coluna a esquerda da matriz de Routh séo positivos

= sO sera valida se a equacao caracteristica é polinomial de s
(sem atraso).

= Se 0 sistema contém atrasos usar a aproximacao de Padeé.

Nota: A analise da estabilidade do sistema contendo os
atrasos serao tratados na analise de frequéncia.




Estabilidade Bl

Critério de Routh

O critério de R-H consiste em R(s) M) Cls)

escrever a equacao caracteristica ags + a3’ +apstapstag

sob a forma de um arranjo.

O numero de trocas de sinal na i N K o

primeira coluna do arranjo fornece | * a3 il g

0 numero de poélos no semi-plano e Sl s ©

direito —» o sistema é estavelsea | . 4 al_ g ﬂ+ﬂ S5 E A

. . 3 3 3
primeira coluna for composta

apenas de numeros positivos ou s a0 _Jas 0

negativos. ¢ e 5" it

B B R 0’ by 0‘
. — — ¢ 0 ¢ 0 e 0
Ex.: FTMF(s) = G(s) = N(s) / D(s) | ¢ L2l -g, L 1 0l
[a,s% + a;8° + a,82 + ;S + a]
Estabilidade Bl
Critério de Routh
Y(S) _bs"+bs"t+...+b_s+b__ N(s
R(s) a,s"+as" +..+a._s+a, D(s)

d |lag} a2 a4 ag b, =378 p =38R p o A8 ~ad
Sliaiaz a5 a7 . 4 % %
$"2ib b2 b3 by .. c-ba-ab, . _ba-ab, . b -ab
N3y Hepeg e tb b, b,

N—4[ gq-L.

S i dl i 'd-2-~-_d ""q‘4‘- _____________ C1b2 b1C2 _ C1b3 - b1C3
. ' .o "“>dl dz =
= C, (o

< |ie e

s fif1:

O [igq! , , ~ ..

S I — » » O numero de raizes da equagao caracteristica

com partes real positiva é igual ao numero de
mudancas de sinal dos coeficientes da 12
coluna da tabela




Exemplo

Determinar a estabilidade de um sistema que tem a equacéao
caracteristica:

s*+552+3s2+1=0

Solucao

Como o termo s esté faltando, o seu coeficiente é zero. Assim, o sistema
é instavel. Lembre-se que uma condi¢cdo necessaria para a estabilidade é
gue todos os coeficientes da equacgao caracteristica deve ser positivo.

\ &)
H=

CRITERIO DE ESTABILID

Exemplo 2: Indique quantos polos fora do semiplano esquerdo tem o
seguinte polinébmio:
S®+4s°+3st+2s3+s%+4s+4

Solugao:

* Repare que o polindmio atende a condicdo necessaria

» usando o Matlab, obtém-se os seguintes polos:

Command Window

> roota([1l 4 3 2 1 4 4]}
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CRITERIO DE ESTAE

Exemplo 2: Indique quantos polos fora do semiplano esquerdo tem o
seguinte polinémio:
S®+4s° +3st+2s3+s2+4s+ 4

Solucao:

o arranjo triangular de Routh assume a forma:

4B -D32)

HO-W@ = (44 - M)

... contin.

1 3 1 4 - _
6 b, = b, =
25 4 2 40 4 4 4
25 0 4 0
<4 7 _ 254 -D@) o - (250 -A))
8 2 2400 q=(2,5)(2;5(4)(0) =220 ¢ 25
o, 3 4 00 :
S1-76
st 0 00
S0
0 00
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CRITERIO DE ESTAE

Exemplo 2: Indique quantos polos fora do semiplano esquerdo tem o
seguinte polindbmio:
S®+4s° +3st+2s3+s2+4s+ 4
Solugao:
o arranjo triangular de Routh assume a forma:

De fato, o critério de Routh indica a
existéncia de 2 polos fora do
semiplano esquerdo.
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CRITERIO DE EST.

Observacoes:

+ (qualquer linha pode ser multiplicada por uma constante positiva
apropriada, sem alterar os célculos para as linhas seguintes.

X3

o

as 2 ultimas linhas sempre terdo um unico elemento diferente
de zero.

Casos Especiais

1) Linha com primeiro elemento igual a zero

* substitua este elemento por um € > 0 e prossiga na
construcao do arranjo.

* Na analise de estabilidade, fagca ¢—0.

25

CRITERIO DE EST.

Casos Especiais ... (Cont)

2) Linha com todos os elementos iguais a zero

e este caso ocorre quando ha raizes complexas conjugadas que Sao
espelhos em relacdo ao eixo imaginario, ou seja, tém a parte real
idéntica em valor absoluto e a mesma parte imaginaria.

» sejaio indice da linha com elementos todos nulos. Neste caso,
tome a linha que a antecede, cujo indice € i+1 e com coeficientes
dj, e defina o seguinte polindbmio:

p(s)=ds" " +d, s +dsTT 4

» Agora, substitua a linha nula pelos coeficientes da derivada deste
polinbmio e prossiga na construcdo do arranjo de Routh.

» Cuidado: neste caso especial, apos concluir a analise do arranjo
de Routh, é necessario analisar as raizes do polinbmio acima, pois
elas também seréo raizes da equacao caracteristica original.

26




Método Substituicao Direta

e Conceito :

Substituindo s = jw — na equacao caracteristica e
encontrar uma unidade de estabilidade, tais como o valor
maximo de Kc (Kqy,)-

Quanto mais o ganho Kc aumenta, as raizes da equacéao
caracteristica cruzam o eixo imaginario quando Kc = Kq.

Exemplo

Use o0 metodo de substituicao direta para determinar K, para
0 sistema com a equacao caracteristica dada por :

10s3+17s?+8s+1+K.=0 (8)
Solucao
Substituia s= jo eK,=K_,naEq.8:
~10j0° -170° +8jo +1+ Ky =0
ou 9)
(14 Ken =1702) + j (80-100°) =0

29
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A equacao (9) é satisfeita se ambas as partes real e imaginaria de (9)
sao identicamente nula:

1+ K, —170% =0

8w —100° = 03(8—10032) =0
Assim,
o> =0.8= © = +0.894

e por tanto,

Ken =12.6

20
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® Assim, conclui-se que K, < 12.6 para estabilidade.

« w= 0,894 indica que o limite de estabilidade (onde K, =
Ken = 12,6), uma oscilagdo sustenido acontece, com uma
frequéncia de « = 0,894 radians/min se a constante de
tempo tem unidades de minutos.

(Lembre-se que um par de raizes complexas no eixo
imaginario, resulta em uma oscilacdo nao amortecida de
frequéncia w)

® O periodo correspondente P € P = 21/0.894 = 7.03 min.




Tempo Miontio,

e Presente em grande parte dos processos;
e Pode provocar problemas de instabilidade;
o Exemplo: sistema de nivel

~ Considerando como entrada a percentagem de abertura na valvula v,,
qguando ocorre uma mudanga na mesma, a vazao de entrada do tanque
s6 variara algum tempo depois, dependendo da distancia da valvula da
entrada de liquido no tanque;

- Chamado também de atraso de transporte;

- Por exemplo, se a valvula esta localizada a 20 metros da entrada do
tanque e a velocidade do liquido na tubulacdo for de 10 metros por
segundo, o tempo morto, 6., , do processo sera de 2 segundos.

v ]

Tempo Morto
o Funcao de Transferéncia: G(s)= e

o Aproximacdo de Padé : aproxima o atraso ou tempo morto por
uma funcéo racional:

1_$+ ($)2 — ($)3 +“
e—é’s — 2 8 48
2 3
48
1- 65
Aproximacéao de Padé , primeira ordem : o b5 — 2 _ 2—65
1+ f 2+ 6

Aproximacao de Padé , segunda ordem :

_35_02 2_6$+12
e = 2.2
@°s°+665+12




Amplitude

Phase (degree)

Tempo Morto

No Matlab: pade(8 ,n).
Ex:0=1,n=1

Pade approximation of order 1: step response comparison

Funcao de Transferéncia: G(s)= e

1 - — —
Ex: 0 =1, n=3
0.5r -
ol—— - -
0.5 Pade approximation |- Pade approximation of order 3: step response comparison
Pure delay 2 T T T T T T T
1 . . . . . n n n n .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2
Time (s) ﬁ 1
Phase response comparison % .
0 ‘ £, __ Ex: 6 =1, n=100
Pade approximation
100} Pure delay
1 . . . . . n n n
~ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2
200} \ Time (s)
Phase response comparison x 10°* Pade approximation of order 100: step response comparison
0 - —_— - T T T T T T T T T
300t L 3 A
10" 10° 100 8 ~— g o AV
j=2 AN =
Frequency (rad/s) _\g: _500|- N | g .
8 N < T Pade approximation
& \ Pure delay
10 . . . . . : : : :
-1000 | . 1 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
10° 10" 10° Tma(
Phase response comparison
Frequency (rad/s) 0 .
B
qaj -2000 -
=
Py
£ -4000
£
T
-6000 5 ‘1
10 10 10

Frequency (rad/s)

Tempo Morto
correntes.
Aproximacao de Padé n=1, 2, 3

Processos com tempo morto sdo mais dificeis de controlar
porque a resposta ndao contém informacéo sobre eventos

0.8

Gis

0.6
0.4

02

_:=e><§':[ -s_:.-"[55'+ 1)
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Diagrama de Lugar das Raizes

No projeto e analise de sistemas de controle, é instrutivo saber como
as raizes da equacao caracteristica mudar quando um parametro do
sistema particular, como mudancas ganho do controlador.

O diagrama do lugar das raizes fornece uma exibicéo
grafica conveniente desta informacao.

Exemplo
Considere um sistema de controle feedback que tem a seguinte

funcéo de transferéncia malha aberta.

2K,
(s+1D(s+2)(s+3)

Go () =

Plote o diagrama lugar das raizes para 0 < K, <40

Solugdo: A Eq. Caract.: (s + 1)(s + 2)(s + 3) + 2K, = 0.

Imaginary
part

T4

K. = 3odb_4
Figure 11.5. Root locus diagram for third-order system (Seborg).
A partir do diagrama acima lugar das raizes:

» O sistema em malha fechada é subamortecido para K, > 0,2.
» O sistema de malha fechada € instavel para K, > 30.

Desvantagem da analise do lugar das raizes
nao consegue lidar com atraso de tempo. Assim, usa-se a aproximacao de

Padeé.
requer solucdes iterativa da eq. caracteristica ndo linear e ndo racional

(complexo!).




Root Locus = Lugar das Raizes

» Root Locus — método do Lugar Geométrico das Raizes — diagrama
de Evans (Evans — 1948, 1950)

Quais raizes?

* Do polinbmio denominador da funcao de transferéncia em FTMF
» Como funcéo dos polos e dos zeros da FTMA (malha aberta).
e Sem fatorizar o polinbmio denominador

O que €7
— Representacao grafica da localizac&o dos polos de um sistema em
malha fechada como funcéo de um parametro do sistema

» Usualmente, este parametro € um ganho da malha aberta

Para que serve ?

— Para apoio a sintese de controladores

— Suporte a avaliacédo das caracteristicas da resposta no tempo do
sistema em malha fechada como funcao da variacéo de
parametros

Regras para a construcédo Lugar das Raizes

Dada a seguinte Funcéo de Transferéncia:

KG(s)= K
 sls+2)(s +4)

Esboce o Diagrama de lugar geomeétrico das raizesde 1 + KG (s) =0e
calcular o valor de K, que ira originar um comportamento segunda ordem
"dominante" com uma fator de amortecimento,( = 0,7.

Solucéo: Observe que temos de modo genérico uma FT:

KG(s)H(s) = K N(s)
D(s)
Onde N(s) : polinbmio — numeraaor ae "s* e ae grau m, raizes > zeros
D(s): polinbmio — denominador de “s” de grau n, , raizes ->polos
ou seja,temosn=3em=0.
Malha aberta, zero: nenhum
Po6los da malha aberta: s =0, -2, -4




Regras para a construcéo Lugar das Raizes

Regra 1: Ponto inicial do Lugar das Raizes iniciam a partir de K = 0 nos pélos
FTMA
Regra 2: Ponto final de chegada do Lugar das Raizes qdo K - o

Quando K — [ G(s)H(s) — 0]

para ser satisfeita a condigéo

14+ KG(s)H(s) = 0

S — {zeros de NG(S)NH(S)}
N..(S)N,,(S) * m zeros
G(s)H(s) = m —0 « m partes do root-locus tendem para os

zeros da f.t.m.a.
S — 00
* n-m partes do root-locus tendem para
infinito
Estes n-m partes tendem para infinito
segundo assintotas

Regra 3: O numero de polos é 3, como n =3

Regra 4: Simetria do diagrama em relacéo ao eixo real

Regra 5: Existem (3 - 0) = 3 assintotas. Os angulos das assimptotas sao
dadas por:

9,;@ :j=0,1,2
] 3-0
_% 37 5%
3373

ie. §=60° 180% 300°(-60°

REGRA 6 — Pontos de entrada e de saida do eixo real
Ponto de entrada no eixo real = break-in point
Ponto de saida do eixo real = breakaway point

O ponto de intersecdo das assintotas é

o - 2. OL_poles — > OL_zeros

&

n—m
C(0-2-4)-(-0
— . —

—2.0




REGRA 8 — Comportamento assintético

--=-= asymptotes \

LY

= branches of loci on real axis '\

Q\

0

A
hY

Plotando Lugar das raizes (rlocus) no Matlab

Sintaxe:
Exemplo: rlocus(sys)
, rlocus(sysl,sys2,...)
G(s) = 28" +5s+1 [r.K] = rlocus(sys)
2% +2¢+13 r = rlocus(sys,k)
Root Locus
4\ Command Window ==l =l I 23 | L5
File. Edit Debug Desktop Window Help N
>> G = tE([2 5 1],[1 2 3]}): |l |
f{ >» rlocus (&) T
8 o5 i
s o S
5 |
2 \
5 0.5} \ 1
:
a1t \\ i
OVR E\
15 1 1 3\< 1 1
2.5 2 15 1 0.5 0 0.5

Real Axis (seconds'l)




FLUXOGRAMA PARA A  ANALISE

ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Modelo do Processo
nao linear

Aplica andlise de
estabilidade para
sistema ndo linear

Obter funcgéo de
transferéncia do modelo

odelo nao

contem tempg
0?

A 4

Aplica critério de

Aprox. efs »
Estabilidade de Routh

Substituia s =jw ou aplicar
critério de estabilidade por
frequéncia
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