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ESTABILIDADE

METQDO CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ
METODO DE SUBSTITUIGAO DIRETA

METODO DO LUGAR GEOMETRICO DAS RAIZES (ROOT LOCUS)

Prof® Ninoska Bojorge

Introducao

° A estabilidade de um sistema linear malha fechada €
determinada pela localizagdao dos polos da equacéao
caracteristica malha fechada no plano s;

* Se qualquer um destes polos estiver no semi-plano direito
do plano s, entdo, com o decorrer do tempo, eles darao
origem ao modo dominante e a resposta transitéria
aumentara monotonamente ou oscilara com amplitude
crescente;

* Critérios para a avaliacao da estabilidade:
o Método critério de Routh-Hurwitz
o Método de Substituicdo Direta
o Método do lugar geométrico das raizes (Root Locus)




Introducao

- Pode-se definir basicamente 3 comportamentos diferentes em©
um sistema a partir do estado inicial:

1) Decrescimento da resposta
2) Crescimento da resposta
3) Comportamento neutro [\ N
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DECRESCIMENTO DA RESPOSTA: saida k Y
decai apos aplicada uma entrada limitada .
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Dinamicas do Processo FOPDT ao aumentar o Kc

Controlador : Proporcional - Offset
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FOPDT: First Order Process Plus Dead Time




CRITERIO GERAL DE ESTABILIDADE

s Processo malha aberta estavel (Auto-regulatorio) :
processo estavel sem controle feedback

% Definicao de Estabilidade:

Um sistema linear irrestrito € dito ser estavel se a resposta de
saida € limitada para todas as entradas limitadas. Caso
contrario, é dito ser instavel.

Exemplo: Sistema de armazenamento de liquidos que nao

é de auto regulagéo qi_l
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CRITERIO GERAL DE ESTABILIDADE

e
Exemplo: Tanque capacitivo puro 44 w
A—=¢q;—q

q'—l dt
. g € independente do h

' AsH (s) = Q;(s) - Q(s)

L as=tlom-Llow
Sistema de nivel de liquido com ( ) o _:;:Ql (S Z:;:Q §
uma bomba é um processo (el
instavel (ou ndo-auto-regulatério). N

Processo de Integragéo

A funcao de transferéncia que relaciona o nivel de liquido h com
a vazao de entrada q; é:

H (S) 1
05 P,
]




CRITERIO GERAL DE ESTABILIDADE

Para, o degrau de magnitude M, ,

Y M
H'(s) =—g
As

Tomando a transformada inversa de Laplace da uma resposta

transiente, u

W(t)=—"L¢
(7) A

Uma vez que esta resposta € ilimitada, podemos concluir que o sistema de
armazenamento de liquidos é instavel malha aberta (ou nao-auto-
regulatorio) ja que uma entrada limitada produz uma resposta sem limites.

No entanto, se a bomba no sistema do tanque fosse substituida por uma
valvula, entdo o sistema de armazenamento seria de auto-regulacgao.

ESTABILIDADE MALHA FECHADA

O problema de controle envolve a consideracao de
estabilidade malha fechada.

Conceito Geral:
Estabilidade BIBO (Bounded Input-Bounded Output) :

Um sistema linear (sem restricoes) é dito ser estavel “se para todo
sinal de amplitude limitada aplicado na entrada, o sinal de saida é
também limitado.

Caso contrario, € instavel, ou seja, a amplitude do sinal de saida
tendera a crescer indefinidamente com o passar do tempo.”

Comentarios:
« A estabilidade é muito mais facil para provar que a instabilidade
» |sto é apenas um tipo de estabilidade




ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Dinamica da malha fechada:

PR
+
ysp + G G G +
" e = Py 1 Cp >,
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ESTABILIDADE MALHA FECHADA
Dinamica da malha fechada

yo w000,y G D
1+G.G,G,G, 1+G,G,G,G,
Gos

o se Gy (FTMA) é uma funcéo racional, em seguida, as fungdes de
malha fechada de transferéncia sdo funcdes racionais e tomam a
forma, por exemplo:

G(s) C(s) a,+as+..+a,s"
S — —

n
R(s) by+bs+..+b S
ou representando em funcao das FTs malha fechada, temos:




EQUACAO CARACTERISTICA

Y = KSPGCGVGP YSP + GD
1+G,, 1+G,,

D

-.Go, = G,G,G,G,,

Para mudanca no set-point, a equagao acima se reduz a:

YY"  1+G,, (s=p)(s—p,y)(s—p,)

Y _KGGG, L (s=3)6-2)(s=3,)

.. m< n:condicdo para a realizabilidade fisica
p,. polos das raizes da equacao caracteristica

Equacao Caracteristica:

1 + G, = 0 — desempenha um papel decisivo na determinagdo da
estabilidade do sistema

EQUACAO CARACTERISTICA

se Y*P(s) = 1/s e ndo ha polos repetidos, em seguida:
A A A
Y(s)= &t +— 4"

S S=Pp S=DP S— Pn

cuja solucao é:

y(1) = Ay + A exp(pit) + A, exp(pyt) +---+ A, exp(p,1)

* Assim, se um dos pélos é um numero real positivo, c(t) é
ilimitado.

- Se p, é a+ Jb, uma parte real positiva e com a parte
imaginario faz com que a resposta seja oscilatéria, entdo o
sistema é instavel.




ESTABILIDADE MALHA FECHADA

mais uma vez... @

Critério BIBO (Bounded Input, Bounded Output):

- “Um sistema qualquer é estavel se e somente se para
toda e qualguer entrada Ilimitada, a saida
correspondente também for limitada”;

- “Um sistema linear a malha fechada, invariante no
tempo, a parametros concentrados € estavel se e
somente se todos os polos de sua funcdo de
transferéncia de malha fechada estdao no semi-plano
esquerdo aberto do plano complexo s”

ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Regides de estabilidade no plano complexo das raizes da equacao
caracteristica

Parte Imaginaria

Regiao | Regido
Estavel _ Instavel ~

Parte Real

Observacdo: A mesma equagao caracteristica ocorre tanto para as mudangas na carga e no setpoint
desde o termo 1 + Go.. Assim, se o sistema de malha fechada é estavel para perturbagbes de carga,
ele também serg estavel para mudangas de set-point.




Contribuicoes dos polos n

a resposta malha fechada

tempo

Estavel (Esquerda )

¥ Im
v
. muito oscilatério
Raizes
tempo complexas )(
Decaimento exponencial (parte real -) Tempo
com oscilagbes X Crescimento exponencial
com oscilagoes
rapido crescim.
i exponencial
Decalmento exponen aI — raizes reais (+)
0 i AV 4 AV 4
Za'ies reais X 7 A /N /N
répido lento lento répido Re
v
Y W\/
X X tempo
raizes complexas >< raizes complexas
| (parte real -) (parte real +)

muito oscilatério

Instavel (Direita)

D i ———

Estabilidade BIBO: Critério de Routh-Hurwitz

ESTABILIDADE: G(s) é estavel se todos os pélos tiverem parte real

negativa N(s)
YD) \ g

CONDICAO NECESSARIA: os coeficientes do polinémio do
denominador devem ser maiores que zero

NAO E UMA CONDICAO SUFICIENTE!

Se os coeficientes do polinbmio do denominador

* tiverem todos o mesmo sinal (todos positivos ou todos negativos) e
estiverem todos presentes

E preciso fazer ANALISE DE CRITERIOS PARA ESTUDO DE ESTABILIDADE

CRITERIO DE HURWITZ- uma condigcdo necessaria (mas ndo suficiente) de
estabilidade BIBO de um sistema linear causal é que todos os coeficientes do
polinémio-denominador da FT sejam positivos (ou tenham o mesmo sinal)




Estabilidade BIBO: Critério de Routh-Hurwitz

Critério de Routh @

- Informa sobre a estabilidade absoluta do sistema. Pode-se
dizer se o sistema € estavel, marginalmente estavel ou
instavel.

- Seja um sistema em malha fechada com uma funcao de
transferéncia que o representa:

P(s)
FTMF(s)=G(s) = —2%
(s) =G(s) )

Q(s) = 1+ Gy, (s) = equagdo caracteristica =
= denominador da malha fechada

Critério de estabilidade de Routh

Conceito:  uma técnica analitica para determinar se as raizes do polinémio tém
partes reais positivas

Método:
Equacgéo Caracteristica: a,s"+ a,.18™'+ - +a;,5 + g, =0 (a,>0)

1) Todos os coeficientes a,, a4, *** @, devem ser positivo.
(se qq coeficiente é negativo ou zero, entdo o sistema é instavel.)
2) Construia a matriz de Routh

Fila
1 a, a,, 04,4
2 a,, 4,5 d,;
3 b, b, b,
4 c c,

n+l 2,




onde, n é a ordem da equacao caracteristica

— an—lan—Z B anan—S — an—lan—4 B anan—S
bl i Py bz — . LAY
an—l an—l
_ba, ;—a, b, _ba, s—a, b
C] i Py Cz — . LRI
b b

Todos os elementos da coluna a esquerda da matriz de Routh sé&o positivos

= S0 sera valida se a equacao caracteristica é polinomial
de s (sem atraso).

= Se 0 sistema contém atrasos usar a aproximacao de
Pade.

Nota: A analise da estabilidade do sistema contendo os
atrasos serdo tratados na analise de frequéncia.

Estabilidade BIBO: Critério de Routh-Hurwitz

Critério de Routh

Y(s) bys™+bs™+...+b, s+b,  N(s)
R(s) as"+as"'+..+a,_s+a, D(s)

g a() a2 a4 ag .. b= A8, 733y gy o Dide T3l b, = a8 ~3pdy
s"lliapiaz a5 ag oo o . N
Sn_2 b] by b3z by .. ba,—ab, b,a;—a,b, c. = ba,—ab,

I I > =212 ) = 3 b
sh™2licy epe3 ey b, b, i

n—4|id;i.dyd3 d

; i .1 : 2 R S »d = ¢,b,—byc, d,= ¢,by —bycy
i . E 1 Cl C]

2 liell e

ol Rl

0 §g1§ ____________________ e O numero de raizes da equacéao caracteristica

""" com partes real positiva € igual ao niumero de

mudancas de sinal dos coeficientes da 12
coluna da tabela




Exemplo 1

Determinar a estabilidade de um sistema que tem a equacao
caracteristica:

st 4557 1357 41=0

Solucao

Como o termo s esta faltando, o seu coeficiente é zero. Assim, o sistema
é instavel. Lembre-se que uma condi¢do necessaria para a estabilidade é
que todos os coeficientes da equagao caracteristica deve ser positivo.
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CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH (cont)

Exemplo 2: Indique quantos pdlos fora do semiplano esquerdo tem o
seguinte polinémio:

S0 +4s% +3s*+2s3+5%+4s + 4
Solucéo:
o arranjo triangular de Routh assume a forma:

s p=BO-DLO) _ @GDOH-DE b3:w
SS 4 2 4 0 1 4 2 4 4
4
§3 2 224 0 0 050-@o) @O - EIOZE0
2| 3 4 00 25 25 ,
S1-76
y F 0 00 ... contin.
§0

4 0O 00




CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH (cont)

Exemplo 2: Indique quantos pdélos fora do semiplano esquerdo tem o
seguinte polinémio:
6 +4s° +3s*+2s3+5%+4s +4
Solucéo:
o arranjo triangular de Routh assume a forma:

»
(@)}
[E—

4

3
2
0
3N 4
0
0

-

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

S = N W R~ W
\S]

-------- De fato, o critério de Routh indica a
existéncia de 2 pélos fora do ...
semiplano esquerdo. -

________________

S O OO b~
(R e R R e R

ULty \Lr Ln \a

-

~~~~~~~~~

CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH (cont)

Exemplo 2: Indique quantos pélos fora do semiplano esquerdo tem o
seqguinte polinbmio:

S0 +4s° +3s* +2s3+5%+4s+4

B Command Window
SOlUQaO: »» roota([1 4 3 21 4 4])
-‘Repar.e queo pollrqulo atende s -

a condicao necessaria + veas
eusando o Matlab, obtém-se os 0.6797 + 0.74881
. p . 0.6797 - 0.7488i
SeQUInteS pOIOS' -0.0048 + 0.99351
-0.004a - 0.99351
-0.8858
> |




CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH (cont)

Observacoes:

e qualquer linha pode ser multiplicada por uma
constante positiva apropriada, sem alterar os
calculos para as linhas seguintes.

e as 2 ultimas linhas sempre terdao um unico
elemento diferente de zero.
Casos Especiais

1) Linha com primeiro elemento igual a zero

 substitua este elemento por um € > 0 e prossiga na
construgao do arranjo.

« Na analise de estabilidade, faca e—0.

CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH (cont)

Casos Especiais ... (Cont) @

2) Linha com todos os elementos iguais a zero

» este caso ocorre quando ha raizes complexas conjugadas que sao
espelhos em relacéo ao eixo imaginario, ou seja, tém a parte real
idéntica em valor absoluto e a mesma parte imaginaria.

» seja /o indice da linha com elementos todos nulos. Neste caso,
tome a linha que a antecede, cujo indice é i+1 e com coeﬂmentes
dj, e defina o seguinte polindmio: \

""""""

A Veremos na
- préxima aula

p(s)=d, sf+l+d s +d, $7

N

« Agora, substitua a linha nula pelos coeficientes da derlvada deste
polinbmio e prossiga na constru¢do do arranjo de Routh.

» Cuidado: neste caso especial, apos concluir a analise do arranjo
de Routh, é necessario analisar as raizes do polinbmio acima, pois
elas também serdo raizes da equacao caracteristica original.




Método Substituicao Direta

e Conceito:

Substituindo s = jw — na equacao caracteristica e
encontrar uma unidade de estabilidade, tais como
o valor maximo de Kc (K;,)-

Quanto mais o0 ganho Kc aumenta, as raizes da
equacao caracteristica cruzam o eixo imaginario
quando Kc = Kgy = Ky

Exemplo: Sustituicao direta

Use o método de substituicao direta para determinar
Koy para o sistema com a equagao caracteristica
dada por :

108 +1752+8s+1+ K, =0 (8)
Solucao

Substituia § = jO e K_.=K_ naEq. 8:
~10jo° —170* +8 jo+1+K,, =0

ou (1+Kcm—17032)+j(8c0—10033)=0 9)

28




A equacao (9) é satisfeita se ambas as partes real e
imaginaria de (9) sao identicamente nula:

1+K,, 170> =0

8w —100° =co(8—10002) )

Assim,
> =0.8 = o =10.894

e por tanto,
K, =126

29

* Assim, conclui-se que K, < 12.6 para estabilidade.

o= 10,894 indica que o limite de estabilidade (onde
K. = K., = 12,6), uma oscilagdo sustenido acontece,
com uma frequéncia de o = 0,894 radians/min se a

constante de tempo tem unidades de minutos.

* Lembre-se que um par de raizes complexas no eixo
imaginario, resulta em uma oscilagdo nao amortecida

de frequéncia w.)
® O periodo correspondente P é:
P = 27/0.894 = 7.03 min.




Tempo Morto, 6,

@ Presente em grande parte dos processos;
@ Pode provocar problemas de instabilidade;
@ Exemplo: sistema de nivel

- Considerando como entrada a percentagem de abertura na valvula
v,, quando ocorre uma mudanga na mesma, a vazéo de entrada do
tanque so6 variara algum tempo depois, dependendo da distancia da
valvula da entrada de liquido no tanque;

~ Chamado também de atraso de transporte;

- Por exemplo, se a valvula esta localizada a 20 metros da entrada do
tanque e a velocidade do liquido na tubulagao for de 10 metros por
segundo, o tempo morto, 6., , do processo sera de 2 segundos.

¥(1)

Tempo Morto, 6,

Fungéo de Transferéncia: G(s)= e

Aproximacao de Padé: aproxima o atraso ou tempo
morto por uma funcao racional:

2 3
6 (&) (&)
—-0s __ 2 8 48

+...

e = 2 3
L6 @) @)
48
- Os
_ _ i ) . —0Os ? 26
Aproximagao de Padé, primeira ordem : T & 216
I+

A do Pad 3 ord o BT —60s+12
roximacao de Padé , segunda ordem : e =
proximag 0 0’5" + 665 +12




—2.,1s
e

G(s)=—— No Matlab
s+10

> G = tf(1,[1 10],'InputDelay',2.1)
G=

1
eXp(-z. 1 *S) RS Step Response

s+ 10 o ‘ ‘

O

Continuous-time transfer function.
>> step(Q)
>>

Amplitude
o
o
D
T

o

o

=
T

0.02

I
0 1 2 3 4 5 6 7
Time (seconds)

—2.1s

e a B
G(s)=—— Aproximagéo de Padé n=1, 3, ... Ex: 6 =2.1,n=3

S Step Response

No Matlab: pade(6 ,n).

Amplitude

Ex: 6 =2.1, n=1

Step Response
T T

P | " ——— Exact delay
0.08 K 1 — — Third-Order Pade
: — - — - First-Order Pade
0.08 . . . . . : T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Time (seconds)

Amplitude

Ex: 6 =2.1, n=30

Step Response

. . . . | . | .
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Time (seconds)

Amplitude




—2.,1s

G(s)=

Aproximacao de Padé n=1, 3, ...
s+

StepResponse

Padek=20
Padek=1
0.8} s — Pure Delay |

Amplitude

1 1 1 1 1 1 1
- - a q

Time [sec)

Diagrama de Lugar das Raizes

No projeto e analise de sistemas de controle, € instrutivo saber como
as raizes da equacéao caracteristica mudar quando um parametro do
sistema particular, como mudancgas ganho do controlador.

O diagrama do lugar das raizes fornece uma
exibicao grafica conveniente desta informacao.

Exemplo
Considere um sistema de controle feedback que tem a seguinte
funcéo de transferéncia malha aberta.

Gy (5) =2
(s+D(s+2)(s+3)

Plote o diagrama lugar das raizes para 0 < K, < 40




Solucdo: A Eq. Caract.: (s+ 1)(s+2)(s+3) + 2K, = 0.

Imaginary
part

K. = 30

N,
Figure 11.5. Root locus diagram for third-order system (Seborg).

A partir do diagrama acima lugar das raizes:

+ O sistema em malha fechada é subamortecido para K, > 0,2.
+ O sistema de malha fechada é instavel para K, > 30.

Desvantagem da analise do lugar das raizes

* nado consegue lidar com atraso de tempo. Assim, usa-se a aproximacao de
Padé.

» requer solugdes iterativa da eq. caracteristica ndo linear e nao racional
(complexo!).

Root Locus = Lugar das Raizes

» Root Locus — método do Lugar Geométrico das Raizes — diagrama
de Evans (Evans — 1948, 1950)

Quais raizes?
* Do polinbmio denominador da fungao de transferéncia em FTMF

« Como fungao dos polos e dos zeros da FTMA (malha aberta).
» Sem fatorizar o polinbmio denominador

O que é?
— Representacgao gréafica da localizacdo dos polos de um sistema em
malha fechada como fungdo de um parametro do sistema

» Usualmente, este parametro € um ganho da malha aberta

Para que serve ?

— Para apoio a sintese de controladores

— Suporte a avaliacido das caracteristicas da resposta no tempo do
sistema em malha fechada como funcéo da variagao de

parametros




Método do Lugar Geomeétrico das Raizes (Root

Locus) @

e Consiste no tracado dos polos de malha
fechada de um sistema quando o seu ganho
(ou algum parametro) varia de zero a infinito;

« E uma ferramenta grafica poderosa para a
analise e sintese de sistemas.

Método do Lugar Geomeétrico das Raizes (Root

Locus) @

Exemplo:

R(s) + K C(s)
) s(s+4) " C(S) _ K
' R 2 145+K

» Poblos de Malha Fechada (raizes da eq. caracteristica)

K—>o00

2 “Im
s“+4s+K=0

A

p1 =-2+~v4-K R S LN
-4+ — - B
5= 4—“;6 LS S — 2 I

py =-2-+4-K
LGR

K—>o00




Regras LGR

!

Passo

-

Regra

1- Escrever a equac@o caracteristica tal que o parimetro de
interesse K apareca como um multiplicador

2- Fatorar P(s) em termos de n pdlos e m zeros

1+ K P(s)=0

LY
/~ Protocolo
, analitico
- rigoroso ™\

3- Localizar os polos e zeros de P(s) no plano s

1+Kﬁ(s+zi)/ﬁ(s+pj) =0

i=1 j=1

4- Localizar as partes do eixo real que fazem parte do LGR

X =pdlos ; O =zeros

5- Determinar o nimero de ramos do LGR

O LGR passa em todo ponto do eixo real a direita do qual

existir um nimero impar de pélos mais zeros

6- O LGR ¢é simétrico em relacdo ao eixo real

(n 2 m)

O ndmero de ramos r € igual ao nimero de pélos de P(s)

7- Os ramos do LGR que tendem para infinito sdo

assintdticos a retas centradas em G¢g € com angulos ¢;

6CG =

> (-pj)- X (-2)

180°(2i+1) .
;0= ( ;

i=0,1,...,(n-m-1)
n—m n-m

8- Determinar o ponto onde o LGR cruza com o eixo

imagindrio

9- Determinar o ponto de separagdo sobre o eixo real

Utilizar o critério de estabilidade de Routh

. &
P(s) ds

10- Determinar o angulo de partida de p6los complexos ou

de chegada a zeros complexos

P(s) =+180°(2k +1) paras=z ous=p,

Funcoes Matlab

comandos em MATLAB para desenhar o
grafico do root locus € dado abaixo:

rlocus(num,den)

ou:

K=0:0.01:10
rlocus(num,den,K)
[K,r]= rlocfind(num,den)

Afortunadamente, hj
em dia implementado
computacionalmente!




Plotando Lugar das raizes (rlocus) no Matlab

Exemplo 4:

25> +5s5+1

G(s)=———
() 2s%+25+3

4\ Command Window

|EE| = b

File Edit Debug Desktop Window Help

*» G =tf([2 5 1],[1 2 3]):
ﬁg >> rlocus(G)

»

Imaginary Axis (seconds™')

Sintaxe:

rlocus(sys)
rlocus(sys1,sys2,...)
[r,K] = rlocus(sys)

r = rlocus(sys,k)

Root Locus
1.5
s
0.5+
0r--G “ S -
|
ﬂ
-0.5+ 0‘
\
\
\
AL \\
15 L L L Il
2.5 2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Real Axis (seconds'1)

Exemplos (Root Locus)

S BleHisEKs(s+2)(s+H)

Roat Lacus
T

Imag &Axis
o

Feal Axiz




FLUXOGRAMA PARA A ANALISE DE ESTABILIDADE MALHA FECHADA

Modelo do Processo
nao linear

Aplica andlise de
estabilidade para
sistema nao linear

Obter fungao de
transferéncia do modelo

odelo
contem tempg
0?

v
Aplica critério de
Estabilidade de Routh

Aprox. e*%s

Substituia s =jw ou aplicar
critério de estabilidade por
frequéncia




