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LisTA 4

1. Um conjunto S C Z ¢ dito limitado superiormente se existe algum inteiro ¢ € Z tal
que s < ¢, para todo s € S. Prove que se S C Z ¢é nao vazio e limitado superiormente,
entao S possui elemento mdzimo, isto é: existe m € S tal que s < m, para todo s € S
(sugestao: considere o conjunto T ={—s | s € S} e mostre que m = —min(T)).

2. Seja A um anel ordenado. Dado a € A, defina

a, sea>0
laf ==
—a, sea<0.

Dados a,b € A, prove:
(a) |a| = max{a,—a}
(b) —la] < a<]dq
(¢) la-b| =la]- b
(d) [a+bl <|a] + b
(¢) la]—=[b] < |la] = |b]| < |a—Db]
3. Seja n um inteiro positivo. Usando o principio da indugao, mostre que:
(@) T+3+5+--+(2n—1) =n%
(b) BP+22+--4+n¥=(142+---+n)%
)
)

3 —m é um multiplo de 24.

(c) Se n é impar, entdo n
(d) Semn >3, entao 2n3 > 3n? +3n+ 1.
n n? nd, , o
(e) =+ — + — ¢ um numero inteiro.

6 2 3
1 1 1 1
(£) (1_§>(1_§>”.<]_n+1):n—H'

4. Prove que:
T
\/2+\/2+\/2+"'+\/§:2COS<W>.




5.

10.

A formula de De Moivre: dado © € R, mostre que para todo inteiro n vale a identidade
(cos© +isen0)™ = cos(nO) + isen(nod).

Sugestao: Prove inicialmente para n > 0 usando o principio da inducao e com auxilio
das relagoes

cos(a+ b) =cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) e
sen(a + b) =sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a).

. Mostre que as seguintes identidades binomiais sao validas:

(@) () + () + )+ + () + () =2~

®) Q=GO +G) =G+ +E=R) =0

() 1(N) +2G) +3(%) +---+n(}) =n2n.

d) 1-25)+2-35) + 4+ Mm—=1n() =nmn-—-1)202

Ajuda: (a) (T4+1)™; (b) (1 —=1)™; (¢) derive f(X) = (1 4+ X)™ e calcule f'(1); (d) calcule
f(1).

Seja A um conjunto com n elementos e seja k um inteiro com 0 < k < n. Utilizando o
principio da indugao, mostre que A possui exatamente (E) subconjuntos distintos com
k elementos.

. Dado um conjunto A, seja P(A) o conjunto das partes de A, isto é, o conjunto formado

por todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {a, b}, entao

P(A) = {@, {(1}, {b}) {Cl, b}}

Mostre que se A possui n elementos, entdo P(A) possui 2™ elementos. Faca isso de
duas maneiras: (a) principio da inducao; (b) exercicio 7 e item (a) do exercicio 6.

. (Soma dos termos de uma progressao aritmética) Sejam a,r nimeros reais. Defina

a; =ae, paran > 2 a, =a,+7r. Paracadan > 1, mostre que:

(a) ap=a+ (n—1)r

2a+(n—1
d) +a2+...+an:w'
(Soma dos termos de uma progressao geométrica) Sejam a, q nimeros reais, com q # 1.
Defina a; = a, a; = aq, ..., a, = aq™'. Mostre que, para cadan > 1,
qta—a

ar+a+---+a, =
q—1



