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LisTA 4

1. Seja Z[i] = {a +bi | a,b € Z} o anel dos inteiros de Gauss e considere a funcgao
N: Z[i] — N dada por N(a + bi) = a? + b2
(a) Prove que N(x-y) = N(x)-N(y).
(b) Encontre todos os elementos x € Z[i] tais que N(x) = 2.

(c) Mostre que 141 é irredutivel em Z[i]
2. Seja k um corpo e seja f € k[x] um polindémio nao-nulo.
(a) Prove que f possui um fator de grau 1 em k[x] se, e somente se, f possui uma raiz

em k.

(b) Suponha que grauf < 3. Mostre que f é redutivel em k[x] se e somente se f possui
uma raiz em k.

(c) Dé um exemplo de um corpo k e de um polinémio de grau 4 redutivel em k[x] que

nao possui raizes em k.

3. Seja D um dominio. Um ideal I de D é chamado principal se existe um a € D tal que
todo elemento de I é multiplo de a, isto é,

I ={ax|x € D}.
Neste caso a é chamado um gerador de I e escrevemos I = (a). Dizemos que D é um
dominio principal se todo ideal de D ¢é principal.
O objetivo deste exercicio é mostrar que Z é um dominio principal.
(a) Como aquecimento, considere o conjunto I = {4x + 6y | x,y € Z}. Prove que I é
um ideal de Z e que este ideal é principal.

(b) No item anterior, note que o menor dos elementos positivos de 1 é 2 e que este é
um gerador de I; veremos a seguir que nao foi obra do acaso.

(¢) Suponha que I é um ideal ndao-nulo arbitrario de Z e seja a o menor elemento
positivo de I. Utilizando a divisao euclidiana, prove que todo elemento de I é um
multiplo de a.

4. Se k é um corpo, mostre que k[x] é um dominio principal (mesmo espirito do exercicio
anterior).



