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LisTA 2

1. V ou F? Justifique sua resposta, apresentando uma prova sucinta ou um contra-
exemplo, conforme o caso.

Se A <1 GeB <G, entao ANB é normal em G.

Se todos elementos os elementos de G tém ordem finita, entao G é um grupo finito.

(Q, +) é um grupo ciclico.

(Q*, ) é um grupo ciclico.

(S',-) é um grupo ciclico.

Se A < B < G é uma cadeia de subgrupos e A é normal em G, entao A é normal
em B.

(g) Se A < B < G é uma cadeia de subgrupos com A <1 B e B < G, entao A é normal
em G.

2. Seja G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. Denote S7' = {s7' | s € S}.
Defina
(S) ={xixz...xn IMEN, %, € SUS™}

ou seja, (S) é o conjunto de todos os produtos finitos de elementos de S ou de S~
Mostre que (S) é um subgrupo de G, chamado o subgrupo gerado por S.

3. Continuando o exercicio anterior, prove que mostre que (S) é o menor subgrupo de G
contendo S, isto é, (S) = [ H, onde H percorre todos os subgrupos de G que contém S.

4. Mostre que: a) S3 = ((12),(123)); b) D4 = (T2, p), onde 1,52 é a rotagao de 90 graus
e p é qualquer uma das quatro reflexoes do quadrado;

5. O grupo simétrico S,, é gerado pelas transposicoes. O grupo alternado A, é gerado
pelos 3-ciclos.

6. Para todo n > 3, o grupo diedral D,, é gerado por uma rotacao e uma reflexao.

7. Seja G um grupo e S = {subgrupos de G}. Mostre que G age em S por conjugagao, ou
seja, que g — tg: S — S, 1y(H) = gHg™' é uma agio de G em S.

8. Seja A = QIxq,...,X,] um anel de polinémios em n varidveis. Entao o grupo simétrico
Sn age em A permutando as variaveis: dada uma permutacao o em S,, definimos
o(f(x1y...yxn)) = f(Xo(1)y -+ +yXo(n)). Por exemplo,

se 0= (14)(23) e f =3x; - x3 —x2 - Xt — 2x§, entdo o(f) = 3x4 - xp — X3 - X2 — 2x].



10.

11.

(a) Prove que esta é de fato uma acao.

(b) Para S3 agindo em A = Q[xy, X2, x3], calcule os estabilizadores de
f=x1%x3, g=2% +%X2x3 e h:2f+g

(c) Dé exemplo de um polinomio em quatro varidveis cujo estabilizador em Sy seja o
subgrupo de Klein.

Extras.

. Prove que um grupo ciclico de ordem n possui exatamente ¢ (n) geradores, onde ¢ ¢é a

fungao de Euler (sugestao: Z,).

Seja G um grupo finito tal que, para cada divisor d da ordem de G, tem-se que G possui
no maximo um subgrupo de ordem d. Prove que G ¢ ciclico.

Roteiro: sejam n a ordem de G e ng o nimero de elementos de ordem d em G. Vamos

provar que ng = ¢(d) para todo fator d de n. Em particular, G possui ¢(n) elementos
de ordem n.

Observe que ) _; ng=m. Comon =} , ¢(d), basta entdo mostrar ng < ¢(d) para
todo d | n, onde entra a hipdtese.

Seja F um dominio. Entao todo subgrupo finito de F* é ciclico (sugestao: use o exercicio
anterior; note que o polinémio x4 — 1 tem no maximo d raizes no dominio F). Em
particular, se F é um corpo com um numero finito de elementos, entao F* é ciclico.



