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LISTA 2

Prove: X, Y C R tem medidanula — X UY e X NY também tem medida nula.

Seja {X,}nen uma colecdo enumeravel de conjuntos de medida nula. Mostre que
X = U, X, também possui medida nula.

Se f: [a,b] - R é de Lipschitz e X C [a, b] tem medida nula, entdo f(X) tem medida
nula.

Em cada uma das seguintes afirmagdes abaixo justifique em caso verdadeiro e dé um
contra-exemplo em caso falso.
(a) Se |f| é integravel, entdo f é integravel.

(b) Se f: [a,b] — R limitada é tal que suas somas inferiores e superiores coincidem
com respeito a qualquer parti¢do do intervalo [a b], entdo f é constante em [a, b].

(c) Se f: [a,b] — R limitada é integravel, entdao F'(z f f(t)dt é derivavel.

Se f:[1,3] — R é definida por f(z) = 2se x # 2 e f(2) = 1, mostre usando o critério
de Cauchy que f é integrdvel e que a integral em [1, 3] vale 4.

. Seja f: [a,b] — R continua. Mostre que se f; f(z)dz = 0, entdo existe ¢ em [a, ] tal

que f(c) = 0.

Dé um exemplo de uma funcdo integravel f: [a,b] — R para a qual ndo existe ¢ €

[a,b] tal que [* f(z)dz = f(c)(b— a).

Seja f: [a,b] — R integravel com f(x) > 0 para todo z. Prove que fabf(t)dt =0see
somente se existe um subconjunto Y denso em [a, b] tal que f(y) = O paratodoy € Y.

Prove que se f: [a,b] — R é integravel, entdo F(x) = [ f(t)dt é lipschitziana.
Seja F(z) = [* 2 +dt para z > 0. Prove que a fungdo F' é constante.

Dada a integral imprépria f

- com b > a, analise a sua convergéncia quando:
@b<m<1 (b)ym=1 (c)m > 1.

Se a integral for convergente, calcule seu valor.

Seja f: [a,b] — R limitada. Para cada = € [a,b], defina fi(z) = f(z) se f(x) > Oe
fi(x)=0se f(z) <0;e f (x) =—f(z)se f(x) <0e f_(x) =0se f(x) > 0. Prove:

@ f=fr—felfl=Ffi+ /-

(b) Se f é integrdvel, entdo f, e f_ sdo integraveis. Vale a reciproca?
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Considere as integrais improéprias:

(@) /13 \.%jyj (b) /100 xfjldx.

Decida se sdo convergentes e calcule seu valor, em caso afirmativo.

(a) Mostre que se f é limitada em [a, 00), integravel em qualquer intervalo [a,r| e
[ g(x)dx converge absolutamente, entdo [°(f-g)(x)dx converge.

(b) Usando o item anterior, mostre que | 1°° 5% dx converge.

Seja f: [a,b] — R integravel e G: [a,b] — R tal que G(x) = f; f(t)dt.
(a) Prove que G’ = —f em cada ponto onde f é continua.
(b) Determine h/(x), onde h(z) = G(z?) — G(z?).

Seja f: [a,b] — Rintegravel e tal que f > 0. Mostre que se f; f(t)dt =0e f é continua
em um ponto ¢ € (a, b), entdo f(c) = 0.

Prove que a sequéncia z,, = 1 + 3 4 --- + = — logn é descrecente e limitada e logo
converge. Seu limite é chamado a constante de Euler-Mascheroni e seu valor é aproxi-
madamente v = 0,577.. ..

Usando o critério de Cauchy, prove que f: [0,1] — R definida por f(z) = z* é in-
tegravel.



