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Calculo IlI-A — Lista 1

Exercicio 1: Calcule as seguintes integrais duplas:

x
a) //m dxdy, sendo D = [1,2] x [0, 1].
D
b) //:1: dxdy na regido D compreendida entre as curvas y = 2%, y =0 e x = 1.
D

c) //% dxdy, onde D é a regido limitada pelasretasy =z, y =2z, r =1 e x = 2.
D

Solucao:

a) O esbogo de D estd representado na figura que se segue.

Y

Como D é um retangulo com os lados paralelos aos eixos coordenados, temos 1 < <2e0 <y < 1.
Pelo teorema de Fubini, o valor da integral dupla pode ser obtido por meio de qualquer uma das
seguintes integrais iteradas:
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b) O esbogo de D estd representado na figura que se segue.

Como D é diferente de um retangulo com lados paralelos aos eixos coordenados, devemos enquadrar
D como uma regiao do tipo | ou do tipo Il.

Solucao 1:

Vamos descrever D como tipo |. Seja (x,y) € D. Entdo tragamos uma reta vertical por (x,y).

A

Y
1 ____________________
D
y=x2 |
* (z,9)
T
\yzo

Vemos que esta reta vertical corta a fronteira inferior de D no eixo x, onde y = 0, e a fronteira superior
de D na pardbola y = 22. Ent3o, 0 < y < 2. Projetando a regido D sobre o eixo z, encontramos
o intervalo fechado [0,1]. Entdo, 0 <z < 1. Portanto D = {(z,y); 0 <z <1,0 <y <z%}.

1 pz? 1 x? 1
//x dxdy = // xr dydxr = / a:/ dydr = / x[y}fdx =
0Jo 0 0 0

D
1 491
3 T 1
= rdr=|=| =-.
/0 [4]0 4
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Observacao: A integral do lado direito de uma integral dupla é uma integral iterada, cuja primeira
integral definida indicada devera ter limites de integracdo constantes, pois o valor da integral dupla
serd um numero real.

Solucao 2

Vamos descrever D como tipo Il. Entdo tragamos uma reta horizontal por (z,y) € D.

A

y:x2:>x:\/§

Vemos que esta reta horizontal corta a fronteira da esquerda na parabola z = /i e a fronteira da
direita na reta = 1. Entdo, \/y < x < 1. Projetando D sobre o eixo y, temos o intervalo [0, 1].
Logo, 0 <y < 1. Entdo, D = {(z,y); 0<y <1,y <z <1}

1,1 1. o941
//x dxdy:// xda:dy:/ [x—} dy =
. 0Jyy o L2lyy

Portanto,

N | =

/Ola—y)dy:

c) O esbogo de D esta representado na figura que se segue.
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>

T

) beaSe o sz Gl

Na figura vemos que a fronteira inferior é a reta y = x e a fronteira superior é a reta y = 2z. Entdo
x <y < 2z. Como a projegdo de D sobre o eixo x é o intervalo fechado [1, 2], temos 1 < = < 2.
Temos, entdo, D = {(x,y); 1 <x <2,x <y <2z}

2 p2x 2 2901 2 9
//E dxdy:// Edyal;zc:/ ;1:/ —dydx:/ x[lny] Cdr =
Y 1Jaz Y 1 z Y 1 !

Portanto,

D
2 2 o 2 z
:/ z(In2z — Inx) dx:/ xln—dx:/ xln2dx:ln2/ x dr =
1 1 v 1 1
221 3
:ln2[?]1:§ln2.

Observacao: Podemos, também, enquadrar D como tipo Il. Havera, no entanto, uma complicacdo
adicional, se fizermos isso, pois a fronteira direita de D é a reta x = 1 e a fronteira esquerda de D
é constituida de duas partes, pela reta y = x abaixo da reta y = 2 e pela reta y = 2x, acima de
y = 2. Entao é necessario decompor D em duas partes Dy e Dy: D = Dy U Ds. Logo,

®drdy = [ [ F dedy+ [[E dedy.
[ 5 ast= [ 5 st [[ 5 asay
D D, Do

Projetando D sobre o eixo y, temos 1 < y < 2. A regidao D, é limitada a esquerda por x = 1 e
a direita pela reta x = y. Logo, 1 <z <y. Entdo D; = {(x,y); 1 <y <2,1 <z <y} Assim,

//”’dd —/Q/yxdd —/21/y dd —/Ql[xg]yd _
Qxyillgxyilglxxy71§7lyi
Dy

2 2 2
it [ o= =[5 -]

(2 =1)dy = = “ gy =1 -
/19( ) dy 2/1 y—o)dy =355 ~Iny|

[(2—1112)— (%—mlﬂ :%(%—1112) =2 m2.
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Yy y=22x=x=1y/2

Projetando Dy sobre o eixo y, temos 2 < y < 4. A regiao D, estd limitada a esquerda pela reta
x =y/2ea direita por x = 2. Logo, y/2 < x < 2. Entdo Dy = {(z,y); 2 <y <4,y/2<x <2}

‘ - 4 r2 100? 49 212
[ [ e [ 2 fooine [ 2]2]
Dy 2 Jy2 ¥ 2 Y Jy o Y L21lyp
4 4 4
_1/1 _£> _1 (%_Q) fl[ _f] _
_2/29(4 ; dy_2/2 ~—Y)dy = [amy - ¥ | =
_! [(41114—2)— (41112—1)] ! <41ng_§) oo 3
2 2 2 2 4
Portanto,

T 3 1 3 3
//Dg dxdyfz—§ln2+2h12—1f§ln2

Obtivemos, assim, o mesmo resultado anterior.

Exercicio 2: Esboce a regido de integracdo e troque a ordem de integracdo em:

) [ [ y)dyds o) [ st ey
o [ [ s pyda O [ ey,

Solucao:

0<zr<l1

a) A regido de integragdo é dada por D : 0<y<z

(tipo ). Logo, D esta limitada pelas retas

verticais x = 0 (eixo y) e # = 1; limitada inferiormente pela reta y = 0 (eixo x) e superiormente
pela reta y = x. Assim, o esboco da regido D estd representado na figura que se segue.
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Para inverter a ordem de integracdo devemos descrever D como regido do tipo Il.

entraemx =y

fsaiem:czl

1 T

Vemos que D estd compreendida entre as retas horizontais y = 0 e y = 1. Considerando uma reta
horizontal no interior de D, vemos que ela entra em D em x = y e sai de D em z = 1. Entdo,

temos D : { Ziiill . Logo,
1z 1 1
// f (@, y)dyde = // f (@, y)dudy .
0J0 0Jy
b) A regido de integracdo é dada por D : { Osys<l (tipo ). Logo, D esté limitada pelas
ESEN,
retas horizontais y = 0 (eixo z) e y = 1. A esquerda D é limitada pela curva x = —,/y e a direita

pela curva z = \/y. De z = +,/y, temos y = x*. Assim, o esboco da regido D esta representado
na figura que se segue.

14
— _ .2
n /7
-1 1z
Descricao de D como regiao do tipo |
Vemos que D estd compreendida entre as retas verticais + = —1 e x = 1. Considerando uma reta

vertical, no interior de D, diferente do eixo v, vemos que ela entra em D em y = 22 e sai de D em
y =1
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Y
saiemy =1
10
D " entra em y =1z
-1 1 x
- —1<z<1
Ent3o, temos D : { 2<y<l Logo,
1 o 1 1
| sewasay= [ [ sy,
0J-yy —1J 22
c) A regido de integrag¢do D é dada por D : Oszsl (tipo 1). Logo, D estd compreendida
g grag P N 2w<y<az+1 pol). Logo, p

entre as retas verticais © = 0 e x = 1 e estd limitada inferiormente pela reta y = 2z (ou x = y/2) e
superiormente pela reta y =z + 1 (ou x = y — 1). Assim, o esboco da regido D estd representado
pela figura que se segue. Como D esta limitada a esquerda pela curva x =0 e pelaretay =z + 1,

A

Y

T

1

concluimos que D nao é do tipo Il. Mas podemos olhar para D como a unido de duas regioes do
tipo Il, isto é, D = Dy U Ds.

Vemos que D estd compreendida entre as retas horizontais y = 0 e y = 1 e que toda reta horizontal,
O<y<1

no interior de D1, entra em D em x =0 e sai de D; em x = y/2. Logo, D; : { 0<z<y/2

Vemos que D, estd compreendida entre as retas horizontais y = 1 e y = 2 e que qualquer reta
horizontal, no interior de Dy, entra em Dy em © = y — 1 e sai de Dy em =z = y/2. Logo,

D, - 1<y<2
ly-1<2<y/2”
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Yy entraemzx=y—1

saiem z =y/2

entraemz =0

NI S

Assim,
1 pz+l 1 py/2 2 ry/2
/ f(w,y)dydxz// f(w,y)dwder// [z, y)dzdy.
0 J2x 0Jo 1 Jy—1

O<y=<l
y—1<r<2-2%
endida entre as retas horizontais y = 0 (eixo z) ey = 1. De y — 1 < & < 2 — 2y, vemos que D
estd limitada a esquerda pelaretaz =y —1 (ouy =x+ 1) e a direita pela reta x =2 — 2y (ou
y = (2 —x)/2). Assim, o esbogo da regido D estd representado na figura que se segue.

d) A regido de integracdo é dada por D : { (tipo I1). Logo, D esta compre-

A

Y

[\
8

1 i [ k4
‘ sai em y 5

saiemy=x+1

Ao >
AT e

entraemy =0 entraemy =10

Como a fronteira superior de D é formada pela retas vt =y — 1 e x = 2 — 2y, vemos que D nao é
do tipo I. Mas D = Dy U D,, onde D, e D, sao do tipo |.

Vemos que D estd compreendida entre as retas verticais t = —1 e x = 0 e que qualquer reta vertical
: : : -1 <x2<0
no interior de Dy entraem Dy emy =0esaide Dyemy=x+1. Logo D, : - :
1 1 Y 1 Yy + go 1 { 0<y<a+l

Vemos que D, estd compreendida entre as retas verticais x+ = 0 e x = 2 e que qualquer reta

vertical no interior de Dy entra em Dy em y = 0 e sai de Dy em y = (2 — 2)/2. Logo, D, :
0<z<?2

{ 0<y<@—a)/2
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/01/@:2@/ flx,y)dady = /_01/0%+1 [, y)dydx + /02/0(2_$)/2 F(z,y)dydz .

Exercicio 3: Invertendo a ordem de integracdo, calcule:

Assim,

T P 3 rl
a) // Y dydx c)// e’ dydx
o Jz Y 0 Jy/x/3
b) [ [ a2ervdzd O [ 1 ayd
zy
)/O/ywe xdy )/0/%y4+1yw
Solucao:

0<zx<nm
r<y<nm
estd compreendida entre as retas verticais x = 0 (eixo y) e x = w. De x < y < 7, vemos que D
esta limitada inferiormente pela reta y = x e superiormente pela reta y = w. Assim, o esboco de D
esta representado na figura que se segue.

a) A regido de integracdo D é dada por D : { (tipo I). De 0 < = <, vemos que D

Descricao de D como uma regiao do tipo I/

Vemos que D esta compreendida entre as retas horizontais y = 0 (eixo z) e y = 7 e que qualquer
reta horizontal no interior de D entra em D em x =0 e saide D em x = y.

Yy

& saiemz =y
AS

entraemaz =0

) 0<sy<sm ,
Logo D : { 0 <. Assim,

<z<ly
T P T Py ™
seny seny seny Y
dydw:/ / dxdy:/ x| dy =
/0 /1; Yy o Jo Y o Y [ }O

:/ seny.ydy:/ senydy:[—cosy}gzl
o Y 0
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O0<y<l1
y<wz<l
estd compreendida entre as retas horizontais y = 0 (eixo ) e y = 1. De y <z < 1 vemos que D
estd limitada a esquerda pela reta x = y e a direita pela reta x = 1. Assim, o esboco de D estd
representado na figura que se segue.

b) A regido de integracdo D é dada por D : { (tipo I1). De 0 < y < 1 vemos que D

Descricdo de D como uma regido do tipo |

Vemos que D estd compreendida entre as retas verticais z = 0 (eixo y) e z = 1. Logo 0 <z < 1.
Vemos, também, que D estd limitada inferiormente pela reta y = 0 e superiormente pela reta y = .
Entdo, 0 <y < x. Assim,

1,1 1 pz 1 P
/ / 2™ dady :/ / z2e™ dydx:/ .1‘2[ _ } dx =
0 Jy 0o Jo 0 T Jy=0
Lo 1 , 1
:/ —_(ex —1)dx:/ re” dw—/ rdr =
o % 0 0

1
N e _[x2]1_6—1_1_6—2
]2 210 2 2 2

0<xr<3

c) A regido de integragdo D é dada por D : { \/@ <y<1 (tipo ). De 0 < z < 3, vemos que D
3 SYS

estd compreendida entre as retas verticais x = 0 (eixo y) e z = 3. De \/§ <y <1, vemos que D

estd limitada inferiormente pela curva y = \/% (ou z = 3y?, com y > 0) e superiormente pela reta

y = 1. Assim, o esboco de D esta representado na figura que se segue.

A

UFF IME - GMA
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Descricao de D como uma regiao do tipo I/

Vemos que D estd compreendida entre as retas horizontais y = 0 (eixo ) ey = 1. Logo, 0 <y < 1.
Considerando uma reta horizontal, no interior de D, vemos que ela entra em D em x = 0 e sai de

<y <
D em z = 3y Logo,D:{SzZ;éyQ

3 r1 , L3y boos o 13y
e’ dydx = / / e’ dxdy = / eV x| dy =
/0 /./x/:s 0o Jo 0 [ }0
1

o 3 9 o 31__
_A &(%)@”‘qu_e 1.

. Entao,

0<x<8
Vo <y<2
D estd compreendida entre as retas verticais t = 0 e © = 8. De /z < y < 2, vemos que D esta
limitada inferiormente pela curva y = ¥z (ou x = y3) e superiormente pela reta y = 2. Assim, o
esboco de D estd representado na figura que se segue.

d) A regido de integracdo D é dada por D : { (tipo ). De 0 < x < 8, vemos que

Y

Descricdo de D como regido do tipo Il

Vemos que D estd compreendida entre retas horizontais y = 0 e y = 2. Vemos, também, que
qualquer reta horizontal no interior de D entra na regido em x = 0 e sai da regido em z = y°.

Y
2 D
entra em :c/:0b 8
8 T

sai em x = 3>

UFF IME - GMA
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, 0§y§2
Logo, D : { 0<z<y . Assim,

2 3
_ _ Y _
// y+1dydx // ) dxdy = /0y4+1dy_

2
1 d@4+1)__1[ 4 ]2__1 B _ 1
_Z/O 1T — 1 In(y* +1) O—Z(ln17 1n1)-11n17.

Exercicio 4: Em cada caso calcule, por meio de integral dupla, a drea da regiao D do plano zy
delimitada pelas curvas indicadas.

) y=23, x+y=2ey=0.
b) r=y’+1lex+y=3.

c)y=2*z—y=1lz=1lexr=-1
Solucao:
a)Dey=a2%ex+y =2 temos 2> + x — 2 = 0 portanto x = 1. Logo, a intersecdo ocorre em
(1,1). O esbogo da regido D estd representado na figura que se segue.
Yy
y=a’
1 r+y=2

Descricdo de D como uma regiao do tipo Il

Vemos que D estd compreendida entre as retas horizontais y = 0 (eixo x) e y = 1. Considerando
uma reta horizontal qualquer, no interior de D, vemos que ela entra em D em x = {/y = y'/? e sai

) 0<y<1
de Demx=2—y. EntaotemosD.{ < g <2y

Como a drea de D é dada por A(D) = / dxdy temos,

1
// dxdy—/ (2—y—y1/3)dy:
1/3 0

1 3
Py———4fﬂoz2—§—1: u.a.

b) Dex =y*+1ex+y =3, temos y*+y—2 = 0, portanto y = —2 ou y = 1. Logo, as intersecdes
sdo (5,—2) e (2,1). Assim, o esbo¢o da regido D estd representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA
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13

Y
1 /\
1N
I »
/ I \
I %
1 2 : 5
D N\ saiemz=3—y
_9 entraemx:fﬂx

Descricao de D como uma regiao do tipo I/

Vemos que D estd compreendida entre as retas horizontais y = —2 e y = 1. Considerando uma reta
horizontal qualquer no interior de D, diferente do eixo x, vemos que ela entra em D em x = y? + 1

: o ] —2<y<l1
esaide Demx=3—y. Entao,temosD.{y2+1§x§3_y . Portanto,

1 3y 1
A(D)://dxdy:// dwdy:/ (3—y—y2—1)dy:
/s —2Jy241 —2

2 3

1 1
- [, emv-)a= -5 -5 -

2
8

1 1 8 1 1 9
—(2————)—(—4—2+§)—2———§+4+2—§—§u.a.

2 3 2

c) O esbogo da regido D esta representado na figura que se segue.

\

sai em y = x2

/"}\\\/entra emy=x—1

Descricdo de D como uma regido do tipo |

Vemos que D estd limitada entre as retas verticais t = —1 e x = 1. Vemos, também, que qualquer
reta vertical no interior de D, diferente do eixo y, entraem D em y = 2 — 1 e sai de D em y = 2%

UFF
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-1 <z<1
r—1<y<a

1 px? 1
A(D)://dxdy:// dydx:/ (2°—z+1)da =
5 —1Jzx—1 —1
2

2 ! 11 11 8
=535+ =G5ty -(5-3-1=3ua

Exercicio 5: Calcule o volume do sélido W, no primeiro octante, limitado pelo cilindro parabdlico
z=4—2%epelosplanosz +y =2, 2=0,y=0e z=0.

Assim D : { . Entao,

Solucao: Vamos fazer o esboco, no primeiro octante, da superficie de equacio z = 4 — 2% dita
cilindro parabdlico.

No plano zz, tracamos o arco de pardbola z =4 — 22, com z > 0 e z > 0. Como esta equacdo n3o
depende da variavel y, consideramos, por pontos da pardbola, as semirretas paralelas ao eixo y.

Agora, vamos fazer o esboco, no primeiro octante, da porcao do plano de equacdo = + y = 2.

No plano xy tragamos o segmento de reta = + y = 2 que liga A(2,0,0) a B(0,2,0). Como esta
equacao nao depende da varidvel z, tracamos por pontos do segmento as semirretas paralelas ao eixo
z.

UFF IME - GMA
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Vemos que A(2,0,0) e C(0,2,4) sdo pontos comuns as duas superficies. Entdo, a curva de intersecdo
é a curva obtida ao ligar esses dois pontos. Considerando que o sélido é limitado pelos planos x = 0,
y=0ez=0, temos o esboco de W representado na figura que se segue.

Temos V(W) = //f(x,y) dxdy, onde f(x,y) =4 — 2% e D estd representado na seguinte regido

. D
triangular.

entraemy =0

UFF IME - GMA
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Descrevendo D como uma regido do tipo |, temos D : { 8 i ; § g o Entao,
2 2z 2
V(W) = //(4—x2)dxdy = / / (4 — %) dydx = / (4—2*)(2—2)dr =
s o Jo 0
2 3 2 :K4 2%3 2 2 20
:/0 (x — 2z —4x+8)dx: [Z_T_Qx —1—81’}0: 3 uv

Exercicio 6: Esboce o sélido, no primeiro octante, limitado pelo cilindro 22 + 22 = 1 e pelos planos
y=2x,y=0ez=0, eencontre o seu volume.

Solucdo: Vamos fazer o esboco, no primeiro octante, da superficie de equacio z? + z? = 1 dita
cilindro circular.

No plano 2, tracamos o arco de circunferéncia 22 +2%2 = 1, comz > 0 e z > 0. Como esta equacio
nao depende da varidvel y, consideramos, por pontos do arco as semirretas paralelas ao eixo y.

Agora, vamos fazer o esboco, no primeiro octante, da porcao do plano y = 2x.

No plano xy, tragamos a semirreta y = 2z, com x > 0. Como esta equagao n3o depende da variavel
z, por pontos da semirreta, tragcamos semirretas paralelas ao eixo z.

UFF IME - GMA
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Vemos que A(0,0,1) e B(1,2,0) sdo pontos comuns as duas superficies. Entdo, a curva de intersegdo
é obtida ao ligarmos tais pontos. Considerando que W é limitado pelos planos y = 0 e z = 0, temos
que o esboco de W esta representado na figura que se segue.

2 sai em y = 2x

D

T

entraem y =0

v

Temos

V(W) = /f(x,y)dmdyz//@dxdy,

0<x<1

0<y<2r Entao,

onde D, como tipo |, é dado por D : {

1 p2e 1
V(W):// vl—x2dydx:/ V1—2a2 2xde =
0 Jo 0

[(1- $2)3/2L1) = —%(O —1) = ; u.v.

Wl N

- _/01(1 — )2 (20 da = —

Exercicio 7: Seja V' o volume de um sélido delimitado pelo cilindro parabdlico z = 8 — 2y? e pelos
planos t =0, z =8 e z = 0. Calcule V.

UFF IME - GMA
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Solucdo: Inicialmente tracamos, no plano yz, a pardbola z = 8 — 2y%2. Como esta equacdo nio
depende da varidvel x, consideramos, por pontos da parabola, as retas paralelas ao eixo . Como o
sélido estd limitado pelos planos © = 0, x = 8 e z = 0, temos o esbo¢o do sélido W representado

na figura que se segue.

Portanto,

V(W) = //f(x, y) dovdy = //(8 —2y%) dady = /_22/08(8 — 2y%) dady =

S
—S[Sy s =16(16-3) =

3

Exercicio 8: Calcule o volume do sélido W delimitado pelas superficies y = 22, y = 4, 2 = 0 e
z =4.

Solucdo: No plano zy, esbocamos a parabola y = 22. Como esta equacio ndo depende da varidvel
z, tracamos, por pontos da paradbola, as retas paralelas ao eixo z. Considerando que o sélido esta
limitado pelos planos z = 0, z = 4 e y = 4, temos o esboco de W representado na figura que se

segue.
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z
“teto”": z =4
Yy saiemy =4
% 4
D
entra em y = 22

“piso” D

V(W)://f(x,y)dxdy://4dxdy:/22/;4dyda::

2 342
Y RSO PR KPR AR
_4/(4 x)dx—él[éla: 3}_2_4(3)_ = uv.

2

Portanto,

Exercicio 9: Encontre o volume do sélido no primeiro octante, limitado pelos planos coordenados,
pelo plano = = 3 e pelo cilindro parabdlico z = 4 — 32,

Solucao:
Esbogo do sélido W no primeiro octante

No plano yz (z = 0), tracamos a pardbola z = 4 —y?> comy > 0 e 2 > 0. Como esta equacdo
nao depende da varidvel x, consideramos, por pontos da pardbola, as semirretas paralelas ao eixo
x, com xz > 0. Obtemos, assim, o cilindro parabdlico. Agora, tragamos o plano vertical x = 3
que intercepta o cilindro parabdlico segundo uma curva que contém os pontos A = (3,0,4) e
B = (3,2,0). Considerando que o sélido TV esta limitado pelos planos coordenados, temos o esbo¢o
de W representado na figura que se segue.
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“piso” D:0<x<3,0<y<2

Por integral dupla, temos

V(W):é/f(x,y) dxdy:é/(ll—ﬁ)dxdy:/j/: (4 —y?) dydz =
:/03[43/—%3}20[96:/03(8—%)0[95:1—36 Ogdx:§-3:16u.v.

Exercicio 10: Use uma integral dupla para calcular o volume do sélido W, no primeiro octante,
compreendido pelas superficies y> =z, z=0e z + 2z = 1.

Solucao: Para esbogar o plano x + z = 1, desenhamos inicialmente, no plano zz, areta x + z = 1.
Como esta equagao ndo contém a variavel y, consideramos, por pontos da reta, as retas paralelas ao
eixo y. Obtemos, assim, o esboco do plano =z + z = 1.

Para esbocar a superficie de equacdo = = y?* (dita cilindro parabdlico, pela auséncia da varidvel z),
desenhamos, inicialmente, a pardbola z = y2, no plano zy, e, por pontos da parabola, consideramos
as retas paralelas ao eixo z, pois a equacdo x = y? ndo contém a varidvel z. Obtemos, assim, o
esboco da superficie de equacio x = y2.
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Observemos que A; = (1,1,0), A, = (0,0,1) e A3 = (1,—1,0) sdo pontos comuns as duas
superficies. Portanto, ao ligarmos A;, A; e A3 temos a curva intersecdo das duas superficies.

Considerando que o sélido W estd limitado pelo plano z = 0 (plano xy), temos o esbogo de .
Vemos que o “teto” de W é o graficode z =1 — x e que o “piso” de W ¢é a regiao D dada por:

UFF IME - GMA



Calculo IlI-A

Lista 1

22

Saiemz =1

UFF

IME - GMA



