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Calculo Ill-A — Lista 2

Exercicio 1: Use a mudanca u = z+y e v = z—y e calcule a integral de f(x,y) = (x+y)*sen?(z—y)
sobre a regido D : |x| + |y| < 7.

Solucao: O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.

-7 s T
r+y=-—7 Aa
_r rT—Yy=m

Deu=x+yev=x—ytemos x = Y =4 ; Y Portanto, o jacobiano da mudanca é dado
por:

o or | 11

J:Z?(x,y): du Ov | _ | 2 2| _-1_1_ 1
0(u,v) dy  y 11 4 4 2"
ou Ov 2 2

Como dxdy = |J| dudv entdo dxdy = %dudv. A funcdo f(z,y) = (r+y)? sen?(x—y) transforma-se

em u?sen?v.

Como D é limitada pelasretas z +y =7, 2 +y=—7m, v —y=mex —y = —m, entdo D,, é
limitada pelas retasu =7, u = —m, v =" e v = —7.
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Assim, pela férmula da mudanca de varidveis temos:

// f(,y) dwdy://(x+y)286n2(fr—y) dady =
D D
= //(u2sen20)%dudv = %/ sen2v/ u? dudv =

Duv
T iy
1 37 1 27°
== sen® v [u—} dv = - - senvdv =
2 31 _rx 2 3
— -
. ™1 [ - sen2v}7r 7t
32 2 J_, 3

Exercicio 2: Use a mudanca de varidveis u = xy e v = y/z, e calcule a integral dupla //(x2 +
D

29y%)dA, sendo D a regido do plano xy no primeiro quadrante, delimitada pelas curvas zy = 1,
Ty =2, y=xey=2x.

Solugdo: Se u = xy e v = y/x vemos que uv = y* e % = 22, Assim, 22 + 2y% = % + 2uv. Por

outro lado
ou Ou
— x
a1l _ 0wy | o oy | Y LYy,
J o 0(x,y) v v -y 1 r  x x '
ou Oy 2
Logo, J = % . Como dA = |.J| dudv, entdo dA = 217 dudv

Como D estd limitada por zy = 1, xy = 2, x (ouy/x=1)ey=2x (ouy/x=2)entdo D,

estd limitadaporu=1,u=2,v=1ev =2.
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Logo, pela férmula de mudanca de varidveis, temos:

//(I2+2y2)dz4=// (%+2uv>%dudv:

D D'u/u

1 U 1 2 1
25//<ﬁ+2u>dudv:§/l/l <F+2>ududv:

D’U.U

2 2 2

1 1 u? 3 1
—5/1 (m+2) [7]3“"1/1 (37 +2) dv=
371 2 3 15
=il =5 (5 ) -2 =3

Exercicio 3: Calcule //xzf’ dA da regido D do primeiro quadrante, limitada por y = z, y = 3z,
D
zy=1exy =4

Solucao: O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.

Com a transformagdo u = y/x, v = xy, a regido D transforma-se na regido D,,, limitada pelas retas
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u=1,u=3 v=1ev=4. Temos:

@ @ -y 1
I G N B I = S R W
d(z,y) v v y " r x
oxr 0Oy
Logo:
oey) 1 1 1
o(u,v)  Jt  —2u  2u

De u = y/z e v = xy temos que uv = y?. Portanto, o integrando xy® = xy - y* transforma-se em
v - uv = uwv?. Assim, da férmula da mudanca de varidveis temos:

//a:y dA = //uv dudv—//uv

~1 v? oludv—l v2 olvalu—1 [frdu—

2 2/ 2, L3l
Duv

3
1 B _ 6393 21, 4\ _
_5(64 1>/1 du-—3 [u}l——z (3—1)=21.

——‘dudv =

Exercicio 4: Use coordenadas polares para calcular as seguintes integrais duplas:

) // /2% + y? dzdy, sendo D o disco de centro na origem e raio 2.
D

b) // (22 + y2)2 dA, onde D ¢ a regido dada por 22 + 3% < 4, com x > 0.

//lnx + o) dxdy, sendo D : 1 < 2% + y* < €%, com y > 0.

$2+2

o paia? o,
)// e " Y dyd.
—aJ0

dA,sendo D:1<zr<3e0<y<u.

’é/ﬁ

f) //(x—i—y)dA, sendo D : 22 + 3% — 2y < 0.
D

Solucao:

a) O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.
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<

saiemr =2

L
<

entraemr =20

Em coordenadas polares temos /22 + 42 = V72 = r e dady = rdrd®.

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D, no sentido anti-horario, a partir do eixo = positivo, vemos que
0<6<2m.

Considerando um ponto P qualquer no interior de D, vemos que a semirreta entra em ) na origem
onde r = 0 e sai de D em um ponto da circunferéncia onde r = 2. Entdo, 0 < r < 2. Assim, a

. , . ) 0<r<2
regiao D é transformada na regido D,y dada por D,y : { 0<6<or"
0
2
DTG
9 T
Logo:
2 27
// Va?+y? dedy = //T-rdrdé’: //7“2d7“d0:// r? dfdr =
D DrG DTG ’ ’

2

2 3
:27r/ r2dr:27r[r—} _ 1om
0 3Jo 3

Observacao: Notem que em coordenadas polares qualquer disco de centro na origem transforma-se
em um retangulo com os lados paralelos aos eixos coordenados.

b) O esbogo da regido D estd representado na figura que se segue.
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Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma ‘“varredura” em D, no sentido anti-horario, a partir do eixo y negativo, onde 0 =
—m/2 até o eixo y positivo onde 0 = 7/2, vemos que —7/2 < 0 < /2.

Considerando um ponto P qualquer no interior de D, vemos que a semirreta OPF entra em D na

origem onde r = 0 e sai de D em um ponto da circunferéncia onde » = 2. Logo, 0 < r < 2. Assim,
o , i _ 0<r<2
a regidao D ¢é transformada na regido D,y dada por D, : { 2 <f<n)2

7

I

|
SE

Logo:

//(x2+y2)2d14://r4-rdrd«9://7‘5drd0:
D D'r9 DrG
2 /2 2 612
:/r5/ d@d?“:’ﬂ/ r5dr:7r[r—} =21
0 —m/2 0 6 1o 3

c) O esbogo da regido D esta representado na figura que se segue.
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Yy
e
saiemr=ce
D Kl P
—e -1 1 ( € T
entraemr =1

In(x? 2 In(r? 21
Em coordenadas polares temos n@”+y) _ ) _ 2 e dxdy = rdrd0.
IL'Q + y2 T2 7/-2

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D, no sentido anti-horario, vemos que 0 < 6 < 7.

Considerando um ponto P qualquer no interior de DD, vemos que a semirreta OP entra em D em
um ponto da circunferéncia 22 + y> = 1 onde r = 1 e sai de D em um ponto da circunferéncia

22 +1y?> =e? onde r = e. Entdo, 1 <17 < e. Assim, a regido D é transformada na regido D,y dada
or D,y : lsrse

Logo:

1na: —|—y dxd
a:2—|-y
_2/ lnr/ dodr — o / 1nr

Fazendo u = Inr temos du = - dr. Por outro lado, parar =1 temosu =Inl =0eparar =ce

temos © = Ilne = 1. Entdo:
1 241
2 1o 2

In(z? + y?) . .l_
// T dxdy = 2 5= T
@ a2712 2 2 2 2
I:/ / e vy dydx://ex “dxdy
—a J0
D

UFF IME - GMA
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Substituindo acima temos:

d) Temos
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—a<x<a

0<y<Va>—a® = 2 +y*=a’>,y>0
tado na figura que se segue.

onde D é dada por D : { cujo esboc¢o estd represen-

Passando para coordenadas polares temos e~ (@) — 1% g dxdy = rdrdf e a regido D transforma-

<r<
seemDrgz{O_T_a . Logo:

0<o<nm

I://e’ﬁrdrd@:/ ergr/ d@d?“:ﬂ'/ e dr =
0 0 0

D'r‘9

e) O esbogo da regido D esta representado na figura que se segue.

A

Y

\

Por coordenadas polares temos ~ 1 aA=_L vdrdo = dras.

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D, no sentido anti-horério, a partir do eixo = positivo onde # = 0
até a reta y = x onde 0 = /4, vemos que 0 < 0 < 7/4.

Considerando um ponto P qualquer no interior de D, vemos que a semirreta OP entra em D na

. 1 . .
reta vertical z = 1 ou rcosf = 1 donde r = osd = sec e sai de D na reta vertical x = 3 ou
COS
3 - . i~ ,
rcosf = 3 donde r = -7 3sech. Entdo, sec < r < 3sect. Assim, a regido D é transformada
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secl <r < 3sect
0<6<m/4

1 w/4 r3sec
— dA = drdf = drdf =
é/ Vo2 +y? D// ' /O /seCG '
6

/4 m/4
:/ (356C9—S€C€)d9:2/ sec§ df = 3[In(secd + tg6)]
0 0

na regidao D,y dada por D,y : { . Logo:

/4
S

=3 [ln <sec % +tg g) — In(sec 0 + tg 0)] =

=3[In(v2+1)—In(1+0)] =3In(v2+1).

f) De 22 + y* — 2y = 0 temos 22 + (y — 1)?> = 1. Assim, o esboco da regido D esta representado
na figura a seguir.

sai em r = 2senf

entraemr =20

é/(x%—y)dA:é/diJré/ydA.

Como f(z,y) = x é uma fungdo impar na varidvel = e a regido D tem simetria em relagdo ao eixo

e ([ steyan= [[as-o
//(x—iry)dA://ydA.

Em coordenadas polares temos ydA = (rsen 0)r drdf = r? sen 0 drd®.

Temos:

Assim:

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D, no sentido anti-horério, a partir do eixo = positivo onde # = 0
até o eixo x negativo onde # = 7, vemos que 0 < 6 < 7.

Considerando um ponto P qualquer no interior de D, n3o situado no eixo 7, vemos que a semirreta
OP entra em D na origem onde 7 = 0 e sai de D em um ponto da circunferéncia x? + 3% = 2y
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ou r? = 2rsenf donde r = 2send, para r # 0. Entdo, 0 < r < 2senf. Assim, a regido D ¢
0<r<2send
0<o<nm

//(37+y)dA://ydAZ//TQSenedrdO:

™ 2senf ™ 3 2sen
:/ sen@/ 7"2de0:/ sen 6 [—] df =
0 0 0 310
s [Ty 8 [T (1—cos20\?% ,,
_5/0 sen 9d0—§/0 (T) df =

_ 8 " _ 2 _
= i (1 2 cos 20 + cos 26)d«9—

transformada na regidao D,y dada por D,y : { . Logo:

. 1/ (1 —2cos 20 + cos®26)d(20) =
0

Wl o

2

1 sendf\1™ 1
= [2«9—2ben26+§<2«9+ 5 >]0—§(27r+7r)—7r.

W =

Exercicio 5: Calcule a 4rea da regido no primeiro quadrante, fora da circunferéncia 2% + 3> = 4 e
dentro da circunferéncia 2% + 3% = 4x.

Solucado: O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.

Y
sai em r = 4 cosf
2 [T o
/“;I (1’ \/g) \/g
B

3y : P ]

¢ D

s f

/ 0

/ 2 4 T

entraemr =2

Da teoria, temos que:

A(D) ://dxdy://rdrde.

Descricao de D em coordenadas polares

De 22 +9% = 4 e 22 +y? = 42 temos 4x = 4 donde = = 1 e, portanto, y = V3. Assim, a intersecao

é o ponto (1,v/3). No tridngulo retangulo acima, temos que tgf = ? — /3 donde 0 = /3.
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Assim, efetuando uma ‘“varredura” em D, no sentido anti-hordrio a partir do eixo = positivo, vemos
que 0 <6 <m/3.

Considerando um ponto P qualquer no interior de D vemos que a semirrreta OP entra em D na
circunferéncia 22 4y? = 4 donde r = 2 e sai de D na circunferéncia 2> +y? = 42 donde 7% = 4r cos

<r<
our =4cosf, ser#0. Assim, 2 <r <4cosf. Logo temos D, :{ 2 << deosh . Entao:

0<60<7/3

/3 pdcos O w/3 .2 4cosh 1 w/3 )
A(D) = rdrdd = =1 [ (16cos?0 —4)do =
2 2
0 2 0 0

1 1 sen 20 ™/3 1 T 21 T

2\ 3 2

v |

Exercicio 6: Seja dada a integral dupla

//f(x,y)dm/:/Ol/oxf(w,y)dydwr/lﬂ/omf(w,y)dydw-
D

a) Esboce a regido D.

b) Expresse a soma das integrais do segundo membro como uma sé integral na qual a ordem de
integracao esteja invertida.

c) Calcule a integral dupla para a fun¢do f(z,y) = In (1 + 2% + ¢?).

Solucao:
a) Temos [ = //f(a:,y)dxdy com D =Dy UD,, onde Dy = {(z,y); 0<2x<1,0<y<uz}e
D

Dy = {(z,y); 1 <2 <v2,0<y<+2—2%}. Osesbogos de D; e D, sio:

Y

1f-----mmmmmm (171)

Dy

1 X

Logo, o esboco de D estd representado na figura que se segue.
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1 V2 @
) 0<y<1 -
b) Enquadrando D como tipo Il, temos D : Entdo
y<a<\2-y?
I—// (x,y) dxdy .
E do D denad I D : 0s0<n/4 E
c) Expressando D como coordenadas polares, temos D : 0<r<.2 ntao:

V2 w/4
I://ln(l—i—?"Q)rdrd@:/ / 1n(1+7"2)7"d9dr:
o Jo
D'r‘9

™ \/E 2
:Z/o In (14 r?)rdr.

Fazendo y = 1 + 12, temos dy = 2r dr, donde r dr = % Parar =0, temos y = 1 e para r = V2

temos y = 3. Entao:
3 3
_T dy _ =
]—4/1 lny2 _8/1 Inydy.

Aplicando integracao por partes, temos:

u=Iny, dv=dy = du:idy, v=1.

Como /u dv = uv — /v du, entdo:

’ s 1 T s
— y-—dy :—(31113—1111—/ dy):
1 /1 Y 8 1

I:% [ylny

ou
I:g@m3—m.

Exercicio 7: Passe para coordenadas polares e calcule:
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1 plq/1-92
a) I = // xy dxdy
0

—/1-y2
a rVa?—x2
b)I:// Va2 —x? —y? dydx, a >0
0Jo

Solucao:

: PP . : . 0<y<1
a) Aintegral [ esta definida sobre a regido D descrita pelas desigualdades D : { 1_ m ; i ; . M :

Observe que D esta descrita como uma regido do tipo Il. Examinemos a fronteira da esquerda de D:
—V1-2,0<y<1 = 2-1=—1—92,0<y<1(.z<1).
Elevando ao quadrado, tem-se:
(r—1)2=1-y* 0<y<lex<l

o que implica
(r—1)2+y*=1,0<y<lex<l.

Entd3o a fronteira da esquerda é a parte da circunferéncia (z —1)? + 3> =1 com 0 <y < 1le
x < 1. Examinando a fronteira da direita, temos que consiste da parte da mesma circunferéncia com
0<y<lex>1. Assim, oesboco de D estd representado na figura que se segue.

yﬂ

r=2cosf

Portanto D se transforma em:

Dyg={(r,0); 0<r<2cosf,0<0<7/2}.

I—//rcos@rsen@r drd@—//r cos@senf drdf =
2 cos 0 /2 4+2cosf
/ / r3cosfsend drdh = / cosfsenb [%} df =
0

w/2 2
0 3

Temos:

cosb 9

—4/ cos’ Bsenf df = —4
0

_ e . : . J0<z<a
b) A integral I esta definida sobre a regido D descrita pelas desigualdades D : { 0<y<va@—a2

que é do tipo |. A fronteira superior de D é a curva y = va? — 22 com 0 <z < aey > 0 que
corresponde 2 parte da circunferéncia 22 +y? =a? com 0 <z <aey > 0.
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A fronteira inferior de D é o segmento de reta y = 0 com 0 < x < a. Assim, o esboco de D esta
representado na figura que se segue.

yﬂ

\/

O ponto (x,y) = (rcosf,rsenf) € D é tal que 6 varia segundo 0 < 0 < 7/2 e r varia segundo
0<r<a.

Portanto D se transforma em:
Drg:{(r,e); OST‘S(I,OSQSW/Q}.

Ent3o:

a pm/2
I://\/aQ—TQTdrdez// Va2 —1r? rdidr =
0Jo
Dre

a
0 2 2\ 1/2 1
== a”—r rdr=—--
2/0( ) 22

a

|
|
O\
3
—
IS
o
|
<
O
S—
~
QL
—~
IS
o
|
<
O
S—
Il

/
. (a2—r2)32 = — (O—aS):%.

0

S

S
[GCE N

Exercicio 8: A base de um sélido é a regido do plano xy delimitada pelo disco 22 + y? < a2, com

a > 0. e a parte superior ¢ a superficie do paraboloide az = 22 + y?. Calcule o volume do sélido.
x? + 42

2 > 0, que é continua em D.

Solucdo: Seja D o disco 2% + 3> < a® e seja z = f(x,y) =

%+

2
Ent&o o volume do sélido W de base D e “teto” z = f(z,y) = T 7Y ¢ dado por:

VMU://ﬂ%wM@://ﬁ:fM®:%/%ﬁ+fMMy

Passando para coordenadas polares, temos (z* + y?)dwdy = r*rdrdd = r*drdf e o disco D
0<r<a
0<6<2n/

a 27 a
viw)y=2 [[@arag =L [ [ dear =22 | Par =
a a 0 0 a 0

Do

transforma-se em D, : { . Logo:
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Exercicio 9: Achar o volume do sélido limitado superiormente pela esfera 2% + y? + 22 = 4,
inferiormente pelo plano xy e lateralmente pelo cilindro 22 4 y? = 1.

Solucao: O esboco de W estd representado na figura que se segue.
z

2 uteton

D ("piso")

Observemos que o “teto” do sélido W é uma porcio da esfera 22 + y? + 22> = 4, donde z =
Va4 —a22—y2= f(x,y). O “piso” de W é o disco D : 2> +y? < 1. Entdo

V(W)://f(x,y)dxdy://mclxdy.

Passando para coordenadas polares, temos

r = rcosb

= rsenf

dxdy = rdrdf
22yt = 12

O conjunto D,y é dado por: 0 <r <1e0 <6< 2n. Entdo:

1 2w
V(W)://\/4—r2-rdrd0:/ (4—7”2)1/27“/ dodr =
0 0
D'r0

1
= 27r/ (4—r2)1/2rdr.
0

Temos d(4 — r?) = —2rdr, donde r dr = —%d(ll —1r?). Logo:

V(W) =2r (—%) /1 (4 _ 7a2>1/2 d(4—r?) =

0

_ 27 (q3/2 _ y3/2) _ 2T (g
= -3 (332 — 43/%) = 5 (8—3V3) uv.
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Exercicio 10: Determine o volume do sélido W limitado pelo paraboloide z = 4 — 22 — y? e pelo
plano xy.

Solucao: O esboco de W esta representado na figura que se segue.

“piso” D :x? +y? <4

Vv) = // o,y dedy = // (4—2” — y?) dudy.

Passando para coordenadas polares temos

Temos:

xr = rcost

y = rsenf

dxdy = r drdf
22y = g2

<
eDr(,;{O—f—QW . Entio:

V(W)Z//(4—r2) rdrd0:/02(4r—r3)/02ﬂd9dr:

2 492
:27r/ (4r =) dr = 2m |20° = 12| = 2n(8 —4) = 87 uv.
0 0
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