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Calculo Ill-A — Lista 4

Exercicio 1: Seja a integral iterada
1 0 py?
[:// / dzdydz .
0J-1Jo

a) Esboce o sélido W cujo volume é dado pela integral 1.

b) Escreva cinco outras integrais iteradas que sejam iguais a integral 1.

Solucao:

a) Temos que

I= /VZ / drdyd

W ={(z,y,2) € R% (z,y) € D,y e 0 <z <y’}

com

onde
Dy={(z,y) eR*» 0<z<le —1<y<0}.

O esbogo de D,,, que representa a projecao do sélido W no plano xy esta representado na figura
que se segue.

\/

X

Consideremos a por¢do da superficie z = y?, dita cilindro parabdlico, que se projeta em D,,,. Consi-
derando que z varia de 0 a y?, obtemos o esboco de W na figura que se segue.
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b) Como D,, é um retangulo entdo

0 1 py?
I = / / / dzdxdy .
-1Jo Jo

Projetando W sobre o plano yz, encontramos D,. que é esbocado na figura que se segue.

y A

~ z

Sai em z = y? Entraem y = —1

Saiem y=+/z
4 x\

Dy,

-1 // v -1 y

Entraem z =0
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Temos
Dy.={(y,2); -1<y<0,0<z<y’}
ou

Dy. ={(y,2); 0<2<1,-1<y <z},

Considerando um ponto P = (z,y, z) no interior de W e uma reta paralela ao eixo x, passando por
P, orientada no sentido do crescimento de x, vemos que ela entra em W em z = 0 e sai de W/ em
z=1. Entdo 0 < z < 1. Assim,

W:{(x,y,z)€R3; (y,2) € Dy, e nggl}.

Logo
1
[:/// dxdydz .
Dy 0
portanto
0 y? 1
]:/ / /da:dzdy
-1Jo Jo
ou

1 vz gl
I = / / / dxdydz .
o J-1 Jo

Finalmente, projetando W sobre o plano xz encontramos o quadrado D,. na figura que se segue.

A
z

\/

Considerando um ponto P = (z,y, z) no interior de W e por P uma reta paralela ao eixo y, orientada
no sentido do crescimento de ¥, vemos que ela entra em W em y = —1 esaide W em y = /2.
Logo, —1 <y < /2. Ent3o,

W ={(z,y,2) €R% (2,2) € Do e —1<y</z}.

Nz
I = /// dydxdz .
—1

DCIJZ

1 pl pyz
]:/// dydxdz

0JoJ-1
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1 pl pyz
I = / / / dydzdzx .
0JoJ-1

Exercicio 2: Seja o sélido W limitado pelas superficies 22 + 32 =1, 2 +y=2e z = 0.

ou

a) Esboce W.

b) Calcule a massa de W, supondo que a densidade em (z,y, z) é dada por 0(z,y,2) = .

Solucao:

a) Inicialmente, tracamos o cilindro z? +y? = 1. Em seguida, tracamos no plano yz, a reta y+2z = 2,
que intercepta o cilindro em A e B. Pelo ponto C' = (0,0, 2) da reta, tragamos uma paralela ao eixo
x, que intercepta o cilindro em D e E. Ligando os pontos A, B, D e E, obtemos a curva intersecdo
do cilindro com o plano. Assim, temos o sélido WW.

A

z
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b) Temos
W = {(z,y,2); (2,y) € Doy, 0< 2 <2 -y}

onde D,, € dado por D, : 2?2 +y? < 1. Temos,

M= ///(5:53/, v = ///de //{/Qyzdz}dxdy—

Doy
21 edy =L [[(a—ay+y?)a
—//[ﬂo T y—g//( —4dy+y)dy.
Dmy Da:y
Aplicando coordenadas polares, temos,

xr = rcost
y= rsenf
dxdy = rdrdf

0<r<i -
eDra'{0§9§2w'Entao'

= l// (4 —4rsen + r*sen?0) r drdf =

:% / (4r — 4r2sen 6 + r3sen® ) drdf =

_1 27" — —sen@—l——sen 9} df =
2 4

:% 2——sen9+—sen 9} df =

—c089+— <9—Sen29)}?:

2
> 7T
u.m

N =

|
[
[
2
(14

1
2

Exercicio 3: Calcule a massa do sélido W limitado pelos planos z =0,y =0, 2=0,y+z2=1¢e
x + z =1, sendo a densidade §(z,y, z) = z.

Solucao:
Esbogo do sélido W

Para esbogar o plano y + z = 1, tracamos inicialmente a reta ¥y + z = 1 no plano yz. Como
a equacao nao depende da varidvel x entao por pontos da reta tracamos retas paralelas ao eixo .
Analogamente, esbogamos o plano x+z = 1. Observemos que os pontos A = (0,0,1) e B = (1,1,0)
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sao comuns aos dois planos. Ligando-os por uma reta, obtemos a curva intersecdo. Considerando
que W é limitado pelos planos coordenados, temos assim o esboco na figura que se segue.

saiemz=1—2x

| sai em Y= 1—2z2 D,.

entraem z =10

Devemos projetar W no plano xz ou no plano yz, pois para projetar W no plano xy devemos dividir
W em duas partes, usando o plano y = x. Entdo, projetemos W no plano xz. Imaginando através
de W uma reta paralela ao eixo y, orientada como o eixo y, vemos que ela entraem W emy=0e
sai de W em y = 1 — z. Portanto:

W:{(z,y,2) €R’ (2,2) €D, e 0<y<1—2z}

0<z<1
0<z<1—2x

M:///5(x,y,z)dV:///de://z/olZdydxdz:

w w Dy
://z(l—z) dxdz://(z_f) dxdz:/ol/ol_x(z—f) dz =
- [ B3 e [ 15T

com D, : { . A massa M do sélido W é:
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Fazendo u = 1 — x temos dx = —du. Para x = 0 temos u = 1 e para x = 1 temos u = 0. Entao,

= [ (5-5)can=— [ (5-5) 0= [ (5-5)u-

[u u4}1 11 1
= |— =5 o um

Exercicio 4: Use uma integral tripla para encontrar o volume do sélido no primeiro octante, limitado
pelos gréficos das equacdes 42+ 22 =4, v +y=2,2=0,y=0ex = 0.

Solucao:
Esbogo da superficie y* + z* = 4 (cilindro circular) com x,v,z > 0

No plano yz tracamos o arco da circunferéncia y?> 4+ 22 =4 com y > 0 e z > 0. Como esta equacio
nao depende da varidvel x, entao por pontos do arco tracemos semirretas paralelas ao eixo x, com
z > 0.

Esbogo da superficie x +y = 2 (plano) com z,y,z > 0

No plano zy tracamos a reta z +y = 2 com x > 0 e y > 0. Como esta equacdo nao depende da
varidvel z, entdo por pontos dos segmentos da reta tracemos paralelas ao eixo z, com z > 0.
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Esbogo do sélido W

Observemos que o ponto A = (2,0,2) e B = (0,2,0) sdo comuns as duas superficies. Ligando-os
por uma curva temos a intersecao. Considerando que o sélido é também limitado pelos planos x = 0,

y=0e 2z =0, temos o esboco de IV na figura que se segue.

entraemz =0

saiemr=2—y

Temos que:

UFF
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Para calcular a integral, vamos projetar o sélido no plano yz.

2 Y

Imaginemos uma reta paralela ao eixo x através de W, orientada como o eixo x. Vemos que ela
entraem W em z =0 esaide W em z =2 —y. Entdo temos:

W {(z,y,2) €R’; (y,2) €Dy e 0< <2y} .

V(W) = // /Oz_y dedyds — //(Q—y)dydz.

Dy Dy

Assim,

Calculemos a integral utilizando coordenadas polares.

y =rcosf

z =rsenf
dydz = r drdf
y? 4 22 = 2

0<r<2 -
eDT@'{Og@SWﬂ . Entao,

w/2 p2
V(W)://(Q—TCOSQ)TCZNZQ:/ / (2r — r* cos ) drdf =
o Jo
D'r9

:/Oﬂ/2 [r2—§0050}2d9:/0ﬂ/2 (4—%(3089) df =

8 w2 8
= [4«9— §ben0]0 = (27r— §) u.v.
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Exercicio 5: Calcule o volume do sélido W limitado pelas superficies z = —y, y =22 — 1 e 2 = 0.

Solucdo: Primeiramente, esbocamos o cilindro parabdlico y = 22 — 1. Em seguida, desenhamos
o plano bissetor z = —y, destacando alguns pontos comuns: A = (0,—1,1), B = (1,0,0) e
C' = (—1,0,0). Ligamos esses pontos por uma curva que representa a interse¢do das duas superficies.
Considerando que o sélido é limitado pelo plano z = 0, temos o sélido W representado na figura que
se segue.

A

—1<x<1

Projetando W sobre o plano xy, encontramos a regidao D, : { Por um ponto

P2 —1<y<o0
(x,y, z) no interior de W, tracamos uma reta paralela ao eixo z. Essa reta intercepta a fronteira
inferior de W no plano xy onde z = 0 e intercepta a fronteira superior no plano z = —y. Logo,
0<z< —y. Assim,

W= {(ZL’,y,Z); (ZL’,y) € Da:yv 0<z2< _y} .

V(W)z/// dV:///Oydzdxdy://(—y) drdy =

Dyy

1 0 1 90 1
= - S vy 1 2 2.
- /1 /9521  dyde= /1 [2 ]932—1 de 2 /1 (x 1> de =

1 5 3 1
. 215 .

Ent3o,
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Exercicio 6: Calcule // 24z dxdydz, onde W é o sélido limitado por x+y+2 =2, x =0, y =0,
w
z=0ez=1.

Solugao: Em primeiro lugar, tracamos o plano x+y+ 2z = 2 e em seguida esbocamos o plano z = 1.
Considerando que W ¢é limitado pelos planos x = 0 e y = 0, temos o esbogo de W na figura que se
segue.

0<2<1
Projetando W sobre o plano xz temos a regiao D, : 0<p<o . Considerando uma paralela
ST S —Z

ao eixo y por um ponto (z,y,z) no interior de W, vemos que essa paralela intercepta a fronteira
de W no plano xz onde y = 0 e depois no plano  +y + 2z = 2 onde y = 2 —x — 2. Logo,
0<y<2—x—z Assim,

W ={(z,y,2); (,2) € Dy, e 0<y<2—z—2}.

/// 2z dV = 24 // /02_$z_zolydxdz v /%(2 o D)dds

Dy Dy

Entao,

2—z

1 p2—2 1 )
= 24/ / (22 —rz — zQ)d;Edz = 24/ [22:5 T2 2y dz =
o Jo 0 2 0
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1
2-2)°%

— o4 | [2:(2—2) - BZEE 20 y|az =

/0[2( 2) 5 2%( z)]z

1 4.2 .3
:24/<4z—222—424+ﬂ—222+z3)dz:
0

1
:12/ (82—422—4z+422—z3—422+223)dz:
0

' 2 3 o 428 Mt
:12/0 (42—42 +z)dz:12 [2z —T—i—z}o

4 1
—12<2_§+Z)_11‘

Exercicio 7: Encontre a massa e a coordenada Z do centro de massa do sélido W limitado pelos
graficos das equagbes z =4 —z, 2 =0,y =0, x =0 e y = 4 sendo a densidade §(z,y, z) = kuz,
onde k > 0 é uma constante.

Solucao:
Esbogo do solido W

No plano zz esbocamos a reta x 4+ z = 4. Como esta equacdo ndo depende da varidvel y, entao por
pontos da reta tracamos retas paralelas ao eixo y.
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Considerando que W é também limitado pelos planos x =0, y =0, 2 = 0 e y = 4 temos o sélido
W na figura que se segue.

saiemz=4—=x

entraem z =10

M:/J/é(:ﬁ,y,z)dV:k/J/de.

Para calcular a integral, devemos projetar IV sobre algum plano coordenado. Vamos projetar W no
0<xr<4
O0<y<4
z, através de W, orientada como o eixo z, vemos que ela entra em W em 2z = 0 e sai de W em
z =4 — z. Entao,

A massa de W é dada por

plano zy. Encontramos o quadrado D, : { Imaginando uma reta paralela ao eixo

W:{(x,y,z)eRg; (x,y) € Dy, e O§z§4—x}.

M:k///04_$xdzdxdy:k//x(4—x) ddy =

Assim,

D;Ey Dmy
4 p4 4 34 4
=k (4;15 — x2) dxdy =k [21’2 — x—} dy = 32k dy =
0Jo 0 3o 3 Jo
128k
= um.

3
A componente Z é dada por:

ME:///Z(S(:E,y,z) dV:k///xde.
W W
Cdlculo de /// xz dV
W
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44—z 41:
/// xzdzdxdy—// dxdy = = // 4 — g dxdy—

Dy Dy Dy

4 4 4
= % / (16x — 8% + x3) / dydx = 2/ (1695 — 8% + x?’) dx =
0 0 0

) 128
3

Temos,

_ o 8 33_4]4_ < _
_2[8;5 —+2] =2(sx16

Logo, substituindo acima, temos

128k _ 128k
T = —

3
portanto Z7 = 1.

Exercicio 8: Encontre o momento de inércia I, do sélido no primeiro octante, limitado pelos graficos
das equacdes z =y, 22 +y? =1, 2z = 0 e x = 0 se a densidade é dada por §(z,y,2) = kz, onde
k > 0 é uma constante.

Solucao:
Esbogo do sélido W

No primeiro octante esbocamos o cilindro 22 + 4> = 1. Em seguida, esbocamos o plano z = v,
destacando alguns pontos comuns como A = (1,0,0) e B = (0,1,1). Ligando-os por uma curva,
temos a curva intersecdo. Considerando que o sdélido é limitado pelos planos z = 0 e x = 0, temos
o esboco de W na figura que se segue.

salemz:y 1 {E2+y2:1
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O momento de inércia I, é dado por:
I, :/// (x2+y2) oz, y, z) dV:k/// (x2+y2) zdV .
W W

Calculo da integral

Projetando W no plano xy encontramos a regido D,, : 2 +y?> < 1, x > 0 e y > 0. Imaginando
uma reta paralela ao eixo z através de W, orientada como o eixo z, vemos que ela entra em W em
z=0esaide Wem z=y. Entdo 0 < z < y. Assim,

Iz:k///oy(x2+y2) zdzdxdy:k//(x2+y2) [%Q]dedy:

Dzy DTy

:;//(xQ—i—yZ) y* dady .

Dy

Passando para coordenadas polares temos

x =rcosf
y =rsent
dxdy = r drdf

2?2 +y? =12

0<r<i -
eDTg'{O§9§W/2 . Entao,

i k w/2 1
I, = - // r?(rsen 6)*r drdf = —/ sen29/ r® drdf =
2 2 Jo 0
D'r9
w/2 641 w/2
:E/ sen?0 | o) a0 =5 [ sen®0 b,
2 J, 6o 12 J,
. . 9 1 —cos26
Da trigonometria temos que sen” f = — Logo,

2 B 1 — cos26 1 _ sen2f
/sen@d@-/fd0—§<«9 )+

Assim,
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Exercicio 9: Seja W um sélido limitado pelas superficies z = y?, 2 =2 -y, 2 =0ex + 2z = 4.

a) Esboce .
b) Calcule o volume de W,

Solucao:

a) Inicialmente, encontremos os pontos de intersecdo das duas pardbolas:

\:

Por pontos das parabolas tragamos paralelas ao eixo x (por exemplo, (0,0,2), (0,0,0), (0,—1,1) e
(0,1,1)).

No plano zz, tracamos a reta x + z = 4, que intercepta as superficies anteriores em A e B. Por
(0,0,1), tragamos uma paralela ao eixo z, que intercepta a reta em C. Por C, tragamos uma paralela
ao eixo ¥y, que intercepta as superficies anteriores em D e E. Ligando A, F, B e D por uma curva
fechada, obtemos o sélido W.

2
g_y2 syP=2-y o2’ =26y==l.
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b) Projetando W sobre o plano yz encontramos D,,.

z

Entdo descrevemos W por:

W ={(z,y,2); (y.2) €Dy, e 0<a<4—2z}.

V(W) = /W/ / drdydz = / / { /0 de} dydz = / / (4—2)dydz =

Dy Dy

1 2—y2 1 L2 22 1 1 92— y2
= / (4 —2)dzdy = / [4,2 — —] dy = —/ [82 — 22] dy =
—1Jy2 -1 2 1y 2) 1 y?

Y

Temos,

1
:%/ [(16—8y2—4+4y2—y4) — (8y2—y4)}dy:

-1

1 1
- %/ (12 — 12y?) dy = [12y—4y3} - %-2(12—4) —8 uv.
1 -1

N =

Exercicio 10: Seja W o sélido limitado pelas superficies 2 + 22 =4, y+2 =4, y=0e 2 = 0.

a) Esboce IV.
b) Calcule, por integral tripla, o volume do sélido W.

Solucao:

a) Para esbocar a superficie z + 22 = 4 (dita cilindro parabdlico), tracamos no plano y = 0, a
pardbola z = 4 — 22, Como a equacdo n3o contém a varidvel 3, entdo por pontos da pardbola (por
exemplo A = (0,0,4), (2,0,0) e (—2,0,0)) tragcamos paralelas ao eixo y.

No plano = = 0, tragamos a reta y + z = 4, que intercepta o cilindro em A = (0,0, 4).

Para esbocar o plano, devemos tracar paralelas ao eixo x, por pontos da reta. Em particular, por
(0,4,0). Esta paralela intercepta o cilindro nos pontos B e C'. A curva que passa por B, Ae C
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representa a curva intersecdo do plano com o cilindro. Considerando os planos y = 0 e z = 0, temos
o esboco de V.

b) Temos V(W) :// dxdydz, onde W pode ser descrito por:
w

W:{(x,y,z); (x,2) € Dy, e 0§y§4—z}

onde
D, ={(z,2) eR*} —2<2 <2, 0<2<4—2%}.
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Entao, )
V(W) = // |:/ dy} dxdz = //(4 — z) dxrdz =
b Dy
2 4—22 2 g d—g?
:// (4—z)dzdx:/ [4z—z_] dr —
-2J0 _9 2 1o
1 [? e
= 5/_2(32—8:52 — 16 + 82% — 2')dx = 5/_2(16—:54)01:;5
_1 @121 32\ _ 128
=g e -] =5 2(2-F) =5 uv
UFF

IME - GMA



