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Calculo IllI-A — Lista 5

Exercicio 1: Calcule ///\/x2 + 42 dV onde W é a regido contida dentro do cilindro 22 + y? = 4
w

e entre os planos z =1 e z = 4.

Solugao: O esbogo de W estd representado na figura que se segue.

T

Como o integrando envolve /2 + y2 e a regido de integracdo é um cilindro, devemos calcular a
integral utilizando coordenadas cilindricas. Temos,

r = rcosf
y = rsenf
z = z
dV = rdrdfdz

2?4y = 12
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e a descricao de W é dada pelas seguintes desigualdades W4, : ¢ 0 <6

// \/ﬁrdrde///ﬁ;rde;z

[ff -

Wi

2 4 p2m
= / r? / / dOdzdr
0 1J0

2 4 2 4
:27r/ 7"2/ dzdr:27r/ 7"2[2} dr

0 1 0 1
2

0<r<2
< 0 <27 . Entdo,
1<2<4.

Wiz

2
:67T/ r2dr:67r[ﬁ} = 167.
0 3o

Exercicio 2: Calcule ///\/932 +y%2+ 22 dV, onde W € limitado inferiormente pelo cone z
w

3(22 + y?) e superiormente pela esfera 2% 4 y* + 2% = 4.

Solucdo: De 2? +9y? + 22 =4 ez =

3(2% +y?), tem-se 2° + y? = 1 que é a projecdo, no plano

2y, da curva intersecdo das duas superficies. A projecio do sélido W é o disco D : 22 + 3% < 1.

O sélido W e sua projecdo D sao mostrados a seguir:

Passando para coordenadas esféricas, tem-se:

Xz

Y
z

dxdydz
2+ % + 22

A equacio da esfera 2% + y? + 2% = 4 fica em

psen ¢ cos 6
psen ¢ sen

p COS ¢
p?sen ¢ dpdpdf
2

p

coordenadas esféricas p?> = 4 ou p = 2. Entio,

Woso = {(p,0,0); 0<p<2,0<¢p<7/6,0<6<2r}.
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Logo,

///\/mdmydz_///p p*sen ¢ dpdgdt) =

p¢>9

/6 2m /6
/ // pdsen ¢ didpdg = 27?/ sen¢ p* dpdg =

= 27[%]0/W/Gsen¢ d¢—87r[—cos¢}z/6 = 8r (1 —COS%) -
0

Exercicio 3: Calcule a massa do sélido limitado pelo paraboloide z = 22 + 4% e pelo plano z = 4,
sendo a densidade em cada ponto do sélido dada por §(z,y, 2) = (x2 + y2)1/2,

Solugao: O esbogo de W estd representado na figura que se segue.

A massa de W é dada por:

M:///é(x,y,z) dV:/// (2% +*) " dadydz.

Passando para coordenadas cilindricas, tem-se:

xr = rcosf

y = rsenf

z = z
dxdydz = r drdfdz
224y = 2
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0<r<2?2
Como W é dado por W { (i’i)gf <4 entao W,y. é dado por Wy, : 0<60<2r .
Ty =2= r?<z<4

Assim,

M= /// (22 +y?)"? dadydz = ///(72)1/27« drdfdz =

Wiz

2 4 por 2 4
— //7“2 drdfdz = / 7“2/ / dfdzdr = 27r/ 7“2/ dzdr =
0 r2Jo 0 2

Wiz

? 2 3 512
= 27T/ 7“2(4 _ T2> dr = 271'/ (47”2 _ T4> dr — o7 [4L B T_} _ 128 um
0 0 3 510 5

Exercicio 4: Determine o volume e o centroide do sélido WV limitado pelo paraboloide z = 2% + 3?2,
pelo cilindro 2 + y? = 4 e pelo plano zy.

Solucdo: De z = 22 + y? e 22 + y? = 4, temos z = 4. Isso significa que as duas superficies se
interceptam no plano z = 4, segundo a circunferéncia 22 + y? = 4. Considerando que o sélido W ¢é
limitado também pelo plano zy, de equacdo z = 0, temos o esboco de V.
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Como o sélido W ¢ limitado pelo cilindro 22 + y? = 4, vamos aplicar a transformac3o cilindrica:

r = rcosb
y = rsenf
z = z
dV = rdrdfdz
22 ry? = g2

O paraboloide z = 22 4 3% se converte em z = r2 e o cilindro 22 + y? = 4 se converte em 72 = 4
ou r = 2. Observemos que a projecdo de W sobre o plano zy é o disco D,, : 2? + y* < 4.
Como as variagoes de 7 e ¢ sao determinadas na projecio D,,, entdo 0 < r < 2e 0 < 0 < 27.
Considerando um ponto (z,y, z) no interior de W e pelo ponto uma paralela ao eixo z, vemos que a
essa paralela intercepta a fronteira inferior no plano xy, onde z = 0, e intercepta a fronteira superior
no paraboloide z = 22 + 42 onde z = 2. Entdo 0 < z < r2. Assim, a regido transformada é:

Weo. = {(r,0,2); 0<r<2,0<60<2r,0<z<r}.

Como V(W) = / / dV entio:
w

2 pr? op2m 2 r?
V(W) = //Tdrdedz = / r/ / dOdzdr = 27r/ 7"/ dzdr =
o Jo Jo o Jo

Wrez

2 2 442
:27r/r~7"2d7":27r/ r3dr:27r[r—] = &1 u.v.
0 0 4 1o

O centro de massa de um sélido homogéneo é dito centroide e como a densidade d(z, y, z) é constante

ela pode ser cancelada e temos:
V(W)E:///xdv
W

vanyg= [[[yav
V(W)z:///zdv.

Célculo de ///x dVv
1%
Temos,
I2+y2
///de://a:/ dzdxdy://x(x2+y2)dxdy:0
0

pois a fungdo x (2 + y?) é impar na varidvel z e D,, tem simetria em relacdo ao eixo y. Logo,
T =0.
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Calculo de ///y dv
W
Temos,
$2+Z/2
///de://y/ dzdxdy://y(x2+y2)dxdy20,
0
W

Dyy Dyy

. ~ 2 2 Vs Pl . . ~ .
pois a fungdo y (2 4 y°) é impar na varidvel y e D,, tem simetria em relagdo ao eixo . Logo,
y=0.

Calculo de ///z dv
0%

Temos,
2 r? 2
///de: //zrdrd@dz:/r/ z/d@dzdr:
2 . o Jo 0
rfz
2 r? 2 912 2
=27 7"/ zdzdr:27r/r[z—] drzw/r~r4dr:
0 0 0 2o 0
2 62
=7 r5dr:7r[r—} :?)2—”.
0 6 1o 3
Logo
_ 327
SWZ—T
portanto
__
=3

Portanto, o centroide localiza-se em (0,0, 4/3).

Exercicio 5: Considere o sélido homogéneo, limitado pelo plano z = 0, o cilindro 2 + y> = 2y e
pelo cone z = /22 + y2. Calcule o momento de inércia em relacdo ao eixo z.

Solucao: O esboco do sélido W, limitado superiormente pelo cone z = \/x? + y?, inferiormente
pelo plano z = 0 e lateralmente pelo cilindro z* + y* = 2y ou 2? + (y — 1)? = 1 esta representado
na figura que se segue.
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il

e

Passando para coordenadas cilindricas, temos:

r = rcost
y = rsent
z= z
dV = r drdfdz
22 py? =

Seja P = (x,y,z) € W. A reta passando por P e paralela ao eixo z intercepta a fronteira de W
emz =0e 2z = +\/x2+y?> =r. As variagdes de r e 0 sdo olhadas na projecdo de W no plano
zy 22+ (y—1)2 <1louz®+y* < 2y.

)
2
1 (z,y) r=2senf
X
r=20
0<O6<m
2 2 _ 2 _ _ ~ SO S
De z° 4+ y* = 2y, temos 7° = 2rsenf ou r = 2senf se r # 0. Entdo { 0<r<2send Logo
0<o<nr
W, - 0 <r<2senfl . O momento de inércia em relacdo ao eixo z é:
0<z<r

IZ:///($2+y2)-5(x,y,z) av

UFF IME - GMA




Calculo llI-A Lista 5 93

onde é(x,y, z) = k. Logo,

L=t [[[w ey av =t [[[vridoi -
W

W’r‘92

7w r2senf r 7 r2senf
= k// 7"3/ dzdrdf = k// r*drdf =
0J0 0 0J0

5+ 2senf ™
:k/ [r—} d0 =22 | sen®0do =
0 5o 5 Jo

= % (1 — cos?6)”sen 6 df =
0
:% (1 —2cos? 0 + cos? 0) sen 6 df =
0
—32k 2co836  cos®0]" 64k 2 1 512
=5 [eost - 2o ] =5 (154 5) = S5k

Exercicio 6: Considere o cilindro homogéneo 2 + (y — a)? < a® e 0 < z < h. Calcule o momento
de inércia em relacdo ao eixo z, em funcdo da massa M do cilindro.

Solucao: O esboco do cilindro estd representado na figura que se segue.

z A

K 2

; D

Se a densidade constante for denotada por k, entdo o momento de inércia em relacdo ao eixo z é

I, = k///(x2 + y?) dadydz .
w
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Passando para coordenadas cilindricas, tem-se:

r = rcosf
y = rsenf
z = z
drdydz = r drdfdz
> +y? = r?
0<z<h
O conjunto Wy, é dado por Wy, : < 0<O0<m . Logo,

0<r<2asend

[Z:k///r2~rdrd9dz:k///r3drd@dz:
W W

/]
0

r0z r0z
2a sen O h 7 pr2asenf
7"3/ dzdrdf = hk/ / r3 drdf =
0 0 0 0

i 2a sen O
— hk / [_} 40 = 4a’hk / sent 0 do.
0 4 1o

0
Da trigonometria, tem-se:

sen?f = (sen?0)? = <1L0829>2 :

= -(1—2cos 20 + cos®20) .
(

2 4
Ent3o,
/4 11 /["
/ sen 0 d@zi-z/ (1 —2cos20 + cos?26) d(20) =
0 0
1 1 sen4f\ 17 1 3T
= §[29— 2sen 20 + 5(29—1— 5 )]0 = §(27r+7r) =5
Logo,
4
I = 3wa*hk _ §M&2
2 2

pois M = kra’h.

;. 1 i~ . ..
Exercicio 7: Calcule ///m dV', sendo W a regido interior ao cone z = /x? + y2, limitada
w

superiormente pela esfera 22 + y? + 22 = 4 e inferiormente pela esfera 22 4 y? + 2% = 1.

Solucao: O esboco de W esta representado na figura que se segue.
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X

Descricdo de W em coordenadas esféricas

Consideremos um ponto P = (z,vy,2) qualquer em W; observemos que o raio OP intercepta a
superficie do sélido (ou a fronteira do sdlido) inicialmente em p = 1 e depois em p = 2. Logo,
1 < p <2. 0 angulo ¢ varia de 0 (eixo z positivo) até 7/4 (parede do cone); a variagdo do angulo
¢ € encontrada na projecdo de W no plano zy : 0 < 0 < 27. Logo, W, 49 é dado por:

1<p<2
Wp¢91 0§¢§7T/4
0<6<2m

Como 2 +y? + 22 = p? e dV = p? sen ¢ dpdpdl, entio:

! _ L2 _
///Wd\/— //p2 p°sen ¢ dpdpdf =
W

Woge

w/4 2 2m
:/0 sen¢d¢/1 dp/o d6:27r[p}f[—cos¢}g/4:
:2ﬁ61@+1):w@—w@f

2
Exercicio 8: Calcule a massa do sélido W inferior ao cone z = /3(z2 + y?) e limitado pela esfera
2?4+ y*+(2—1)? = 1, sendo a densidade igual ao quadrado da distancia de (z,y, z) ao plano z = 0.

Solucao: Primeiramente, calculemos a intersecdo das duas superficies.

P4y (z-1)2%=1 2?2?42 =2z 2,
) ; ) =+ 22=22 =
2= /3% + %) 22 =3(2 +y?) 3

= 422 —-62=0 = z=0 ou z:g.
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Logo, a intersegdo se dd no plano z = 3/2, e a sua projecdo no plano zy é a circunferéncia
2?4+ y? = 3/4. Assim, o esboco de W estd representado na figura que se segue.

Como o angulo da reta z = /3 y (corte do cone z = /3(22 +y2) , considerando # = 0) é o
angulo 7/3, entdo ¢ varia de 0 (eixo z positivo) a 7/2 — /3 = w/6. Transformando a equagdo
22+ y?+ (2 —1)> = 1 ou 22 + y? + 22 = 2z para coordenadas esféricas temos p*> = 2p cos ¢ logo
p=0o0up=2cos¢. Isso significa que p varia de 0 a 2cos¢. A variagdo de 6 é encontrada na
projecao de W no plano zy. Logo, 0 < 0 < 2m. Assim, W49 € dado por:

0<6<2r
Woeo 14 0< ¢ <7/6
1<p<2c080.

Como a distancia de (z,y, z) ao plano z = 0 é |z| entdo d(x,y,2) = |2|> = 2°. A massa de IV é&:

M = ///5xy )dV = ///%zv ///pcos¢ p?sen ¢ dpdpdf =

/J¢>9

2w /6 2cos ¢
///p cos? ¢ sen ¢ dpdpdf —/ / cos? ¢ sen ¢/ pt dpdpdf =
Wogo

2m /6 5+ 2cos ¢ 39 2w /6
_ / / cos? dsen ¢ [”_] dpdo = 32 / / cosT ¢ sen ¢ dod) =
o Jo 510 5Jo Jo

o8 47 7/6 2T s 834
:2[ cosqzﬁ} d‘9:8_7r 1 — @ ZS_Fu:%_F u.m.
5 3 0 o 5 2 5 28 32

Exercicio 9: Expresse a integral

2 Va2 pd
I:// /\/1+x2+y2dzdydx
0Jo 0
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como uma integral tripla em coordenadas cilindricas, e calcule a integral obtida.

0<zr<?2
Solugao: Temos que [ = ///\/1 + 22+ y>dV,onde W éosélidodadopor W: ¢ 0<y<+4—22 .
1% 0<2<4
Também podemos descrever W por W = = {(z,y,2); (z,y) € Dy, 0 <2 <4} onde D,, é a

o ) <zr<?2
projecdo de W sobre o plano zy e € dado por D, : { 8 2 Z 2 Ny

Y
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0<0<m/2
Descrevendo W em coordenadas cilindricas, temos W,y : 0<r<2 . Entao,
0<2<4

w/2
I—///v1+r2rdrd9dZ—/ // 1+7‘ rdzdrd@-

[T L=t (svE 1) T =2 (35 1)

Exercicio 10: Expresse cada integral como uma integral tripla iterada em coordenadas esféricas e
calcule a integral obtida:

// = wz/ 12—y dzdydx
T+22 +y2+22°
Vo—z2 9— w271/
// / rz dzdydx .

Solucao:

a) Denotando a integral iterada por I, temos,
1
I = ///—1+x2+y2+z2 dzdydz
1%

W:{(Zﬁ,y,2>€R3,9§$§l,0§y§ v].—l'i,OSZS 1_I2_y2}
D

:{(x,y,z)E]Rg; (x,y) € D e OSZS\/l—IQ—yQ}

onde

ou

S

0<zx<1
ondeD.{OS VI a? é a projecao de W no plano zy.
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1 | Saiemy =1 — a2

—_
8

Entraemy =0

De 0 < z < /1 — 22 —y? concluimos que o sélido WW é limitado superiormente pela superficie

z2=+/1—22 —y?2oua®+y?>+22=1, com z >0, que é a semiesfera superior de raio 1 e centro
(0,0,0), e é limitado inferiormente pelo plano zy de equagdo z = 0. Considerando que a projegdo
de W no plano zy é a regiao D, temos:

T

Passando para coordenadas esféricas, temos:

r = psen¢cosb
y = psengsent
zZ = pcoso

drdydz = p*sen¢ dpdpdf
4yt 422 = p?

Como a projecdo de W no plano zy é o conjunto D, vemos que 6 variade 0 a 7/2: 0 < 0 < 7/2.
Efetuando uma "varredura” em W, a partir do eixo z positivo vemos que ¢ varia de 0 (no eixo z
positivo) até 7/2 (no plano zy): 0 < ¢ < 7/2. Considerando um ponto P no interior de W e a
semirreta O P, vemos que ela entra em W na origem onde p = 0 e sai de W em um ponto da esfera
2> +y*+ 22 =1ondep=1. Logo, 0 < p < 1.
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Assim, W transforma-se em:

0<6<m/2
Woeo 14 0< ¢ <7/2
0<p<l1
Como o integrando ! transforma-se em ! entdo:
& 1422 +y? + 22 14 p2 '

///1+ 7 - pPsen ¢ dpdpdf =
v

459

1+p/ sengb/ dfdodp = = /1+ / sen ¢ dodp =
_ /2 P’ _ L+p =1,

_5[_COS¢]0 /0 1+ p? d'O_E/O 14 p? dp =

1 1
T 1 m T
—5/0 (1—Tp2)dp—§[p—arctgp}0—§(l—arctg1)—

b) Temos,
3 V22 pr/0-a2—y?
:// / xz dzdydx:///xz dxdydz
0Jo 0
W
onde
Wz{(m,y,z)€R3;QSISS,OSyS\/Q—xi,OSZS 9—x2—y2}
D
ou
W:{(m,y,z)ER?’; (m,y)EDeOSzS\/Q—xQ—yQ}
0<x<3
ondeD.{O<y<\/7 é a projecao de D no plano zy.
Entraem y =10
UFF IME - GMA
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Considerando um ponto P no interior de W e uma reta paralela ao eixo z, passando por P e levando
em conta que 0 < z < /9 — 22 — 2, concluimos que a reta entra em W em z = 0 e sai de W
em 2z =+/9—22—y2oua®+y>+22=09, com z > 0. Logo, W € limitado superiormente pela

semiesfera superior e limitado inferiormente pelo plano z = 0.

Passando para coordenadas esféricas temos:

0<6<m/2
Woeo 14 0< ¢ <7/2
0<p<3
e
1z = (psen ¢ cosf)(pcos @) = p®sen ¢ cospcosh .
Entao,

— 2 2 —
I = // (p sengbcosgbcos&) (p sen gf)) dpdpdl =

Wogo

= / / p*sen? ¢ cos ¢ cos O dpdpdd =

Woge

3 7r/2 7T/2
:/ p4/ sen? gf)cosqb/ cos 6 dfdodp =
0 0 0

ﬂ'/2 3 7T/2 3 7r/2 3
= [sen «9] ot sen® ¢ cos ¢ dodp = [M} ptdp =
R 0 _Jo 0 3 1oy
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