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Calculo III-A — Lista 9

Exercicio 1: Seja S uma superficie parametrizada por
o(u,v) = (v cosu, vsenu, 1 — 1)2)

com(O0<u<2mrev>0.

a) ldentifique esta superficie.

b) Encontre uma equagdo da reta normal e a equagdo do plano tangente a S em (0, 1).

Solucao:
T = VCoSU
a) As equagdes paramétricas de S sdo { y =vsenu , com 0 < u < 27w e v > 0. Eliminando os
2
z=1—w

pardmetros u e v, temos 22 + y* =v?> =1 — 2z ou 2 = 1 — 2? — y? (paraboloide circular).
b) Um vetor normal de S em ¢(0,1) = (1,0,0) é:
_ 9 99 _
N©0.1) = 22(0,1) x 22(0,1) =

= (—vsenu,vcosu,0) X (cosu,senu, —2v) =

(0,1)
- - =
i3 K
= (Oa 170) X (LO? _2) - 0 1 0 -
1 0 -2

= (=2,0,-1).

Equagdo do plano tangente a S em p(0,1) = (1,0,0)

Da férmula [(z,y,2) — ¢(0,1)] - ﬁ(O, 1) = 0 temos:
[(z,y,2) = (1,0,0)] - (=2,0,-1) =0 = (z—1,y,2)-(=2,0,—-1) =0 =
= 2r-1)—2=0 = 2r+2-2=0.

Equagdo da reta normal a S em ¢(0,1) = (1,0,0)

Da férmula [(z,y,2) — ¢(0,1)] = )\ﬁ((), 1), com X\ € R, temos:

[(z,y,2) = (1,0,0)] = A\(—2,0,-1)
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com A € R que é a equacgao vetorial da reta normal ou

r=1-—2\

z=—A

com A € R, que s3o equagdes paramétricas da reta normal.

Exercicio 2: Encontre uma representacdo paramétrica para a superficie

. parte da esfera 22 + y% + 22 = 4 que fica acima do plano z = /2.

o)

\./\/\O.;v
“ »n » »

: parte do cilindro 22 + y? = 4 que fica entre os planos z = —2 ey + 2 = 2.
: parte do plano = + vy + z = 2 no interior do cilindro 22 + y? = 1.

o 0

: cone gerado pela semirreta z = 2y, y > 0, girando-a em torno do eixo z.

Solucao:

a) O esbogo de S é a figura que se segue.

xr = 2sen ¢ cosf
Se (z,y,z) € S, entdo ¢ y = 2sen¢psent .
z=2cos ¢

0<6<2m
cosp=+2/2 = ¢=r/4
o(¢,0) = (2sen ¢ cos ), 2sen ¢ sen b, 2 cos @)

p<m/4
0<2r -

Da figura vemos que { . Portanto, uma parametrizacao de S é dada

por

com (qb,Q)ED:{g

IAINA
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b) O esbogo de S estd representado na figura que se segue.
z A
L
xr = 2cost
Se (z,y,z) € S, entdo ¢ y=2sent ,com0<t<2re-2<:z<<2—y=2—2sent.
z=z
Ent3o, uma parametrizacdo de S é
@(t,z) = (2cost,2sent, z)
0 <t <27
com (t,z)eD.{ 9 < <9 9sent
c) O esbogo de S estd representado na figura que se segue.
UFF IME - GMA
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Se (v,y,2) € S, entdo 2 =2 —x —y com (x,y) € D : 22 +y? < 1. Ent3o, uma parametrizacdo de
S é dada por ¢(x,y) = (z,y,2 —x —y). Uma outra parametriza¢do de S é dada por

o(r,0) = (rcosf,rsenf,2 — rcosf —rsenb)

0<r<i1

Com(T’Q)ED:{OSQSQW'

d) O esbogo de S é estd representado na figura que se segue.

J—

Y

Uma parametrizacdo de C' é dada por

z(t) =0
y(t) =t
z(t) = 2t

comt > 0. Se (x,y,z) € S, entdo (x,y, z) pertence a circunferéncia de raio y(t) = ¢ e de centro
(0,0, 2(t)) = (0,0, 2t). Entdo

x =tcost
y =tsenf
z =2t

comt>0e6el02r].
Assim, uma parametrizacao de S é dada por
o(t,0) = (tcosb, tsenb, 2t)

com (t,0) € D:t >0, 6 € [0, 27].

Exercicio 3:

a) Encontre uma parametrizacdo para a superficie obtida girando-se o circulo (z —a)* + 2 = r?,

com 0 < 7 < a, em torno do eixo z (esta superficie é chamada toro).
b) Encontre um vetor normal a esta superficie.

UFF IME - GMA
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Solucao:

x(t) = a+rcost
y(t) =rsent

a) Inicialmente vamos parametrizar o circulo que esta no plano zz. Temos que {
com 0 <t <27 Seja (x,y,z) € S. Temos

x = x(t)cosd

y =y(t)send

z = z(t)
com 0 <t<2me0<6 <27 Entio, uma parametrizacdo de S é dada por

¢(0,t) = ((a+rcost)cost, (a+rcost)sen, rsent)

com0<0<2re<t<2rm.

Um vetor normal a S é dado por

N©.1)=22(0.1) x Z6,1)

onde 5
a—z = (— (a+rcost)sent, (a+rcost)cosb,0)
88—;0 = (—rsentcost, —r sentsen@,rcost) )
Logo:
- e -
i J k
ﬁ(@,t) =| —(a+rcost)senf (a+rcost)cosd 0 =
—rsentcosf —rsentsenfl  rcost

= (r(a+rcost)cosfcost,r(a+rcost)senfcost,r(a+rcost)sent) =

= (a+rcost)(rcosfcost,rsenf cost,rsent).

Exercicio 4: Seja S a parte do cilindro 22 + y? = 4, com 0 < z < 5, delimitada pelos semiplanos
y=xey=2x, comz > 0.

a) Obtenha uma parametrizagdo de S.
b) Calcule a drea de S.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA
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x ;-9_ —:_;,£0th Yy=ux
Adotando as coordenadas cilindricas ¢ e z como parametros temos
S :p(0,z) = (2cosf,2send, z)
0<z<5h
com (6,z) € D : { 7/4< 0 < arctg2
b) Temos:
A(S) = // 0o % .| dbdz
D
onde . . .
i j k
wo X @, =] —2senf 2cosf 0 | = (2cosh,2senb,0)
0 0 1
e
oo X @.|| = VAcos? 0+ 4sen?f = V4 = 2.
Entdo:
arctg 2 5 arctg 2
A(S) = //2 dod> = 2/ / dzdf = 10/ dz = 10 (arctg2 . E) u.a,
w/4 0 w/4 4
D
.2 2
Exercicio 5: Seja a superficie S parte da esfera 22 + y2 + 2% = 4, interior ao cone z = /= ;y .
a) Parametrize S usando coordenadas cartesianas como parametros.
UFF IME - GMA
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b) Parametrize S usando coordenadas polares como parametros.
c) Parametrize S usando coordenadas esféricas como pardmetros.
d) Calcule a area de S.

Solucao:

2?2 +y? 22 + 2
3

a intersecdo é a circunferéncia 22 + 1> = 3 e ocorre no plano z = 1. Assim, o esboco de S estd

representado na figura que se segue.

a)Dea? +y?+22=4dez= , temos % + 2 + = 4, portanto, 2%+ y? = 3. Logo,

v

Temos S : p(z,y) = (x,y,\/ll—x?—y?), com (z,y) € D : 2*> +y? < 3.

b) Usando as coordenadas polares, temos x = rcosf, y = rsenf, e z =4 —71%2, com 0 <r <1
e 0 <60 < 2w Logo, temos S : ¢(r,0) = = (rcos@,rsend, /4 —1r2), com (r,0) € D:0 <r <
1,0<6 <2

c) As coordenadas esféricas sdo: p,¢ e §. Em S, temos que p = 2. Logo, x = 2sen¢cosb,
y = 2sen¢send e z = 2cos¢p. Temos tga = v/3/1, portanto, a = 7/3. Assim, S pode ser
definida por:

: o(6,0) = (2sen ¢ cosf, 2 sen ¢ sen b, 2 cos @)

S
com(¢,0)€D:{8 ? ;53

ININ
IAIA
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d) Usando o item (c), temos que dS = p?sen ¢ dpdh = 4sen ¢ dpdf. Temos que,

A(S):// dS://4sen¢d¢d9:4/oﬁ/z%sen¢d6d¢:
S D

1

w/3
:87r/ sen¢d¢:87r[—cosqb}g/3:87T<1—5):47r u.a.
0

Exercicio 6: Seja a superficie S parte do cone 22 = 22 + y? que se encontra dentro do cilindro
x? + y? < 2y, fora do cilindro 22 4 y? < 1 e acima do plano zy.

a) Parametrize S usando coordenadas cartesianas.
b) Parametrize S usando coordenadas polares.
c) Calcule a area de S.

Solucao:

a) O esboco de S estd representado na figura que se segue.

s (Va2.172)

X

Adotando x e y como parametros, temos S : p(x,y) = (x,y, Va2 + y2), com (z,y) € D.

b) Adotando r e § como pardmetros, temos x = rcosf, y = rsenf e z = \/x% 4+ y> = r. Vamos
descrever D em coordenadas polares.

UFF IME - GMA
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Temos tga = (1/2)/(v/3/2), portanto, a = 7/6. Logo, /6 < 6 < 57/6. De 2% + y* = 2y, temos
r? = 2rsend, portanto r = 2senf. Logo, 1 < r < 2senf.

Ent3o, temos S : p(r,0) = (rcos@,rsend,r), com 1 <r <2senf e 7/6 < 6 < 57/6.

c) De (a) temos que S é dada por S : z = y/22 + 42, com (z,y) € D. Entdo:

//\/1 (22)° + (2,)° dwdy =
é/\/1+<ﬂny2)2+(ﬂ2yTy2)2dmy
://\/@CW?/:\@// drdy =

57/6 ,2sen 57T/6 25en6
—f/ / rdrd@—\/_/ o =

= ?/F:/ﬁ (4sen29— 1) df = ? [% (9 — Ser;%> —9}:;6 =
=gl = [(F e ) - (5] -
S ) = 25 )

Exercicio 7: Considere o paraboloide

S={(z,y,2) eR* z=2>+y*, 2> +y* < 1}.

a) Parametrize S usando coordenadas cartesianas.
b) Parametrize S usando coordenadas cilindricas.
c) Calcule a area de S.

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

a) Adotando x e y como pardmetros temos S : ¢(z,y) = (z,y, 2* + y?), com (x,y) € D : 22 +y* <
1.

b) Adotando r e 6 como pardmetros temos S : p(r,0) = (rcosf,rsend,r?), com (r,0) € D
0<r<i1
0<f<2r°
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c) Como S é gréfico de z = f(x,y) = 2% + % (x,y) € D : 2* + y* < 1, entdo:

//\/1 (22)? zy2dxdy—/ 1+ 42?2 + 492 dedy .

0<r<i

2 2 _ .2 _ . — XA
Usando coordenadas polares, temos x* + y* = r=, dedy = rdrdf e D,q : { 0<0<or" Entao:

1 p27
://\/1+4r27“d7“d(9:// (1—1—47“2)1/27“ dOdr =
0J0

1
:2w/ (1+ 4" dr.
0

Fazendo u = 1 + 4r% temos du = 8rdr (ou rdr = du/8). Parar = (0 temos u = 1 e parar = 1
temos u = 5. Entdo:

A(S):27T/5u1/2d—u:2—7r-3[ 3/2} (5\/5—1)

8 8
Observagao: Usando a parametrizagdo encontrada em (b) temos
m&_/mewWMa
D

Ent3o, calculamos as derivadas parciais ¢, e ¢y, 0 produto vetorial ¢, X (y e sua norma e, em
seguida, a integral.

Exercicio 8: Determine a area da porcdo S do cilindro 22 4+ 42 = 1 entre os planos z = y e z = 2y.

Solucao: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA
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Temos S = S; U Sy, portanto, A(S) = A(Sy) + A(S2) = 2A(S1) por simetria. A superficie S}
é a por¢do de S acima do plano xy e é dada por Sy : ¢(t,z) = (cost,sent, z) com (t,z) € D :

Ustsm Temos
sent < z <2sent
— - =
i j k
@y X @, =| —sent cost 0 |=(cost,sent,0)
0 0 1

portanto, ||¢: X ¢.|| = 1. Como

A(S)) = / / lor x .| dtd
D

T r2sent T
A(S)) = // dtdz = / dzdt = / (2sent —sent)dt =
0 Jsent 0
D

:/ sentdt:[—cost} = 2.
0 0

A(S)=2-2=4 va.

entao

Logo:

Exercicio 9: Calcule a drea da superficie do cone z = /22 + y? que estd entre o plano xy e o plano

Yy
z— 2 =1.
2
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Solucao: De z = /22 +y? e z — % = 1 temos que:

2 2
ﬁ+y%:@+%) :»ﬁ+w2=1+y+%-é:ﬁ+2f—y=1=$

2 §<2_é é>_ 1 2 §<_2)2:é
= x°+ 1\ 3y<+-9 =1+ 3 = T -+-4 y—3 3 =
a? (y—2/3)°
= 4/3 + 16/9 I

Assim, o esboco de S estd representado na figura que se segue.

A
z

.2

_ 2
Temos S : z = /22 + 2, com (z,y) € D : — + —2/3" < 1. Entdo:

4/3 16/9

A(S) :// V1+ (222 + (5)? dudy

onde
X

Y

Zy =

Zy:

Logo:

2 +

A(S) :// \/1+ xjjyz + 92y2 dg;dy://\/1+1 drdy = V2A(D) = V2rab
D D

UFF IME - GMA
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onde a = 2/+/3 e b = 4/3. Portanto:

N 8  8m/6
A(S)—\/ﬁwﬁ—T u.a

Exercicio 10: Calcule a drea da superficie esférica 22 + y? + 22 = 9 que estd no interior do cilindro
22 + y? = 3.

Solucao: A superficie S = S; U S5 estd ilustrada na figura que se segue.

z

Por simetria, A(Sl) = A(Sg) Logo, A(S) = 2A(Sl) Temos que S; é definida por 57 : 2z =

V9 —122—y?= f(x,y), com (x,y) € D: 2* + y* < 3x. Temos:

A(S)) //\/ (Z_J;) dr dy —
//\/ lﬂ’ dxdy:é/\/ﬁﬁdxdy.

Em coordenadas polares temos:

A(Sl):?,//: 3//(9—r2)%rdrd«9

UFF IME - GMA
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onde
D,y = {(r,@) ER?* —71/2<0<7m/2,0<r< 3(:089} )
Entao:
3 w/2 3cosf 172 )
A(S)) = = 9—7r*  d9-r*) =
—2 —7/2J0
/2 3cosf
_ 3. 2 —
- z/_m[(g ) e
w/2 s w/2
= —3/ [(9sen?0) " — 9" do = —3/ 3 sen 6] — 3 df =
—7/2 —7/2
0 w/2
=9 7r—/ (—send) d9—/ senf df | =
—7/2 0
0 /2
=9 (’/T+ [—Cos@]ﬂ/2+ [cos@}o ) =9(r —2).
Logo:

UFF IME - GMA



