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Calculo II-A - Lista 10

Exercicio 1: Seja S a parte do cilindro 22 + 4> = 1 entre os planos z =0 e z = x + 1.
a) Parametrize e esboce S.

b) Calcule //z ds.
S

Solucao:

a) A superficie S é mostrada na figura que se segue.

Usamos # e z como pardmetros para parametrizar S. Temos S : ¢(6, z) = = (cosf,sen @, z), onde
0<0<27r
(Q’Z)GD'{ 0<z<l+ax=1+4cosb

b) Temos
i j k
wg X @, =| —senf cosf 0 |=(cos#,send,0)
0 0 1
e

leo x ]| = Veos” 0+ sen? 0 = 1.
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Entao,

27 pl4-cosf
//zdS://zHgOQXgDZHdOdz:// z dzdf =
o Jo

2m
/ (14 cos6)*df = %/ (1+2cosf + cos® ) df =
0
1
2

[«9+28€n9+ (9#“29)} %<2ﬁ+%.277>:3_77.
0

Exercicio 2: Calcule //f(x,y,z) dS, onde f(z,y,2)=a*+y*e S:a? +y*+22 =4, 2 > 1.
S

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

Observe que tg¢ = /3/1 implica » = /3. Uma parametrizacio de S é dada por p(¢,0) =
(2sen ¢ cosf,2senpsenf,2cos¢) com (p,0) € D:0< < ¢ <7/3e0<60<2r. Javimos que,
no caso da esfera, 2% + ¢y + 22 = a® e dS = a’sen ¢ dpdf). Logo, dS = 4sen ¢ dpdf). Assim,

l/f(x,y,z) ds = é/f (0(¢,6)) 4dsen ¢ depd) =

= 4// (4sen? ¢ cos? O + 4sen? ¢ sen? ) sen ¢ dpdh =
D

/3 2w
= 164/ sen? ¢ sen ¢ dpdf = 16/0 (1 — cos? @) senqﬁ/o dfde =

w/3

w/3 ,
= _32”/ (1 — cos? @) d(cos ¢p) = —327 [cosd) - ¢] —
0

(- 2)-0-3] -2
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Exercicio 3: Calcule a massa da superficie S, parte do plano z = 2—x dentro do cilindro 22 +y% = 1,
sendo a densidade dada por d(z,y, z) = y°.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Zﬂ

A superficie S é descrita por S : z = f(z,y) = 2 —x, com (z,y) € D : 2* + y* < 1. Como
4S = \/1+ (f2)* + (f,)* dedy, temos dS = \/TF (—1)% 1 02 dedy = v/2 dady. Temos

M://5(x,y,z)dsz//deS://yQﬂdxdyzﬂ//fdxdy.
S S D D

Usando coordenadas polares, temos

//y2 dxdy = //(7"2 sen? 0)r drdf = //7‘3 sen? 0 drdf =
D Dy Dro

2m ! 2m 27
:/ sen20/ r3drd6:1/ Sen%gdg:l.l[g_sen?@} _T
0 0 4 0 4 2 2 0 4
Logo,
M:@um
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Exercicio 4: Uma lamina tem a forma da parte do plano z = x recortada pelo cilindro (x — 1)2—|—y2 =
1. Determine a massa dessa lamina se a densidade no ponto (z,y,z) é proporcional a distancia
desse ponto ao plano xy.

Solucao: As figuras que se seguem mostram a lamina S e a sua projecdo sobre o plano zy.

Az
z=u
\
\
§ §\ S A
\ Y
\
TN\ ———
:§§§ B D
N ,
S 1 2
i_iﬁ x\\
NIRRT
S N N eSS
>§‘>_><—¥§§§
P ° - === ===
T

S é dada por S: z = z(x,y) = z, onde (z,y) € D: (x —1)* + y* < 1. Temos

s — \/1 + (%)2 + <%)2da:dy — VT 12+ B dady — v/2 dady.

Jy

A densidade f(x,y,z) é dada por f(x,y,z) = kz, onde k é uma constante de proporcionalidade.

Como
M://f(x,y,z)dS
S

M:k//zdszk//x\/idxdy:k\/ixdxdy.
S D

temos

Passando para coordenadas polares, temos
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/2 2cos 0 /2 2cos 6
M:k\/ﬁ/ / rcos@rdrd@:k\@/ / r2 cos O drdf =
—7/2J0 —7/2J0

w/2 3+ 2cos6 /2
:kﬂ/ cos@[r—] df = M/ cos* 0 df =
—7/2 3o 3 —7/2

/2 ‘ 9 w/2
_ 8kv2 (M) d@:M (1 +2cos26 + cos® 20) db =
3 —7/2 2 ; /2

w/2
= 2;;—\/25 (1+2cos20 + cos® 260) d(26) =
' —7/2

V2

—7/2 N

sen49>} /2

[29+28en29+%<29+ >

Nl
w

N

— b2 2 +7)=kV2 7 um.

w ‘

Exercicio 5: Seja S uma superficie fechada tal que S = S; U S5, onde S; e S, sdo as superficies
de revolucao obtidas pela rotagdo em torno do eixo z dascurvas C; : z =1 —2, 0 < x < 1le
Cy:2z=0,com0 <z <1, respectivamente. Se p(x,y, z) = /2% + y? é a fungdo que fornece a
densidade (massa por unidade de drea) em cada ponto (z,y, z) € S, calcule a massa de S.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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Tem-se

M://Sp(x,y,z)dS:é/\/mdS:

= Va?+y?dS + Va?+y?ds.
s
1 <

Célculo de // Va4 y? dS
St

Uma parametrizacao da curva C] é

x(t) =1t
y(t)=0 com 0<¢t<1.
2(t)=1—t
Logo,
x(t) =t = raio de uma circunferéncia transversal
2(t) = 1—t = altura dessa circunferéncia.
Entdo, uma parametrizacdo de S; é dada por (t,6) = (tcosf,tsen6,1 —t), com (t,0) € D :
U<t=<l Tem-se
0<f<2r°
o = (cosB,send, —1)
g = (—tsenb, tcosh, 0)
portanto
- 2 o
i J k
Y X Py = cos)  senf —1|=
—tsenf tcosf 0
= (tcos&, tsenf, éCOSQQ —i—tsenQQ) =
=t
= t(cosf,send,1).
Logo

H% X gpg” = |t[vcos2 0 + sen2f + 1 = t\/2

pois 0 <t <1 e, portanto,
dS = ||¢; x || dtdd = t/2 dtde .

Ent3o,

UFF
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//\/352—1-312 dS = //\/t200529+t28en29 /2 dtdf =
D

S1

1 27 1
:\/é//ﬂdtde:\/ﬁ/ﬂ/ d@dt:2\/§7r/t2dt:
0 0 0
D

391
=25 [£] = 2v2m
310 3

Célculo de // Va4 y? dS
So

A superficie S, é dada por Sy : z = f(z,y) = 0, com (z,y) € D : 2> +y*> < < 1
45 = /14 (f2)* + (f,)* dedy, temos dS = /T T 01 0 dady ou dS = dudy.

Observagao: Se S é uma porgdo do plano z = 0 ou z = ¢ (¢ = constante), segue que dS
(memorize este resultado).

Logo,

//\/x2+y2 dS://\/a:2+y2 dxdy .
So D

Passando para coordenadas polares, tem-se:

r = rcosf
y = rsenf
dxdy = rdrdf
2?2 y? = 1
0<r<
eDrg.{ 0<g <9 . Logo,

//mdsz//r-rdrde)://ﬂdrd@:
DTG D'r9

. Como

= dzdy

Sa
1 2 1 811 o
:/TQ/ d@dr:27r/r2dr:27r[—] =—.
0 0 0 31o 3
Assim,
. 22w 2w
M = 3 + 3
ou )
M = %(1 +2) u.m.
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Exercicio 6: Determine o momento de inércia em relacdo ao eixo da superficie S parte do cone

2% = 22 + y? entre os planos z = 1 e z = 2, sendo a densidade constante.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Z A

T

Note que o eixo de S é o eixo z. Entdo

I, = // (* +y*)p(z,y,2) dS
S

]z:p//(x2+y2) as.

onde p(z,y, z) = p. Logo,

A superficie S pode ser descrita por S : z = /2% +y% = f(x,y), com (z,y) € D : 1 < x*+y* < 4.

Tem-se -
Zy = f:c = o] o
_ _ Y
BTl
portanto
2 2 2_|_y2
+ (22)" + (2y) + 2+ 2+ 22 1 2

Como dS = \/1 + (22)° + (2,)? dxdy, temos dS = /2 dxdy. Tem-se

]Z:p//(x2+y2) dszp//(x2+y2)\/§dxdy:\/ip//(x2+y2) dxdy .

Passando para coordenadas polares, tem-se:

r = rcosb
y = rsenf 0<0<2r
€ Drg :
dxdy = rdrdf 1<r<2.
2y’ = 2

UFF
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Entao,

IZ:\/ip//T2-Td7“d9:\/§p//T3drd9:
Dre D'r‘9
2

2 2 2 4
Z\/ip/r?’/ d@dr=2\/§pw/r3dr:2\/§p[%} =
1 0 1

1

- —‘/52””(16 1) = L*/f pT

Exercicio 7: Uma lamina tem a forma de um hemisfério de raio a. Calcule o momento de inércia
dessa lamina em relacdo a um eixo que passa pelo polo e é perpendicular ao plano que delimita o
hemisfério. Considere a densidade no ponto P da |lamina proporcional a distancia deste ponto ao
plano que delimita o hemisfério.

Solucgdo: Sem perda de generalidade, podemos considerar o hemisfério superior centrado em (0, 0, 0),
isto é, 22 + 4% + 22 = @, com z > 0 portanto

S p(p,0) = (asenpcosh, asen@send, acosq)

onde 0 < ¢ <7/2e0 <6 <271 Temos dS = a?sen ¢ dpdf. Como o eixo que passa pelo polo,
perpendicular ao plano zy, € o eixo z, temos

I = é/ (2° +v°) f(z,y, 2) dS,

com f(x,y,z) = kz e k é uma constante de proporcionalidade. Entdo,
[Z:k// (:E2+y2)z dsS =
S
w/2 p2m
:k/ / a’sen® ¢ acos¢ a’sen ¢ dfdgp =
o Jo
w/2 27
= ka5/ / sen® ¢ cos ¢ dfdo =
o Jo
w/2

= 2kma® / sen® ¢ cos ¢ do =
0

sen* qﬁ} /2 _ kma®

_ 5
—2]{}71'(1[ T, T 2

Exercicio 8: Mostre que o momento de inércia em relacdo ao eixo z da casca do cone z = /22 + 12

, . . ) Mh? p
de altura h, que estd no primeiro octante com densidade constante, é [ = — onde M é a massa
total.

Solucao: A superficie S pode ser vista na figura que se segue.
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X

Temos S : z = /22 + 42, com (z,y) € D : 2? +y> < h? x> 0ey > 0 portanto dS = /2 dxdy.

Como
I = // (a + %)k dS
s

Iz:k// (2% +y*)V2 dxdy:k\/i// (2* +y?) dady.

Passando para coordenadas polares, temos

n/2 rh 7/2 rh
I, = k\/§/ / r2r drdf = k\/§/ / r® drdf =
0 0 0 0

/2 . 4-h 4 /2 4
—wa [ [] de ="tV o = "hVem
0 4o 4 0

temos

8
Mas
M://k dszk\/i// drdy = kv/2 A(D) =
g D
k2 rmh? RPkV2
44
Logo,
Mh?
I, = 5

Exercicio 9: Calcule o momento de inércia da superficie homogénea, de massa M e de equacao
2> +y>=R?* (R>0),com 0 <z <1, em torno do eixo z.

UFF IME - GMA
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Solucdo: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

<t <
Uma parametrizacdo de S é dada por ¢(t, z) = (Rcost, Rsent, z), com (t,z) € D : { 8 - i_<217r .

Temos ¢, = (—Rsent, Rcost,0) e p, = (0,0, 1) portanto

- -
i J k

Yt X . =| —Rsent Rcost 0 |=(Rcost, Rsent,0)
0 0 1

e ||lor X .|| = R. Como dS = || X .|| dtdz, temos dS = R dtdz.
Observacao: Daqui por diante, no caso do cilindro 22 + 32> = R?, use o fato de que dS = Rdtdx.

O momento de inércia é dado por

. :// (22 + ) 8(x,y, 2) dS =
S k

2m pl
= k// (R?cos®*t + R%*sen*t) Rdtdz = kR3/ / dzdt = 2k R? .
o Jo
D

Como M = kA(S) = k(2rR) - 1 = 2kwR, temos I, = M R?.

Exercicio 10: Encontre a coordenada T do centro de massa da superficie homogénea S parte do
paraboloide # = y? + 22 cortada pelo plano z = 1.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

A superficie S é dada por S : x = y? + 2%, com (y,z) € D : y*> + z* < 1. Temos

45 = \J1+ (2,)° + (2.)? dydz = /T F (29)7 + (22 dydz =

=/ 1+4y? + 422 dydz.

UFF IME - GMA
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% i

1

Se S é homogénea entao

S)E://:EdS.
S

Temos
= // dS://\/1+4y2+422 dydz .
s D
Passando para coordenadas polares, temos y = r cos @, z = rsen 0, dydz = = rdrdf e y* + 2% = r2.
Logo,

// V14 4r2r drdf =

2m
// (1+4r?) 2)1/2 (8r) dfdr =

a +47"2)3/2} = Z(v5-1).

ool»—A

71'.2
4 03 0

//a:dS://(y2+22)dS:

S

Z//(y2+z2) V1+4y? + 422 dydz =
D

1
= // r? (1 + 47‘2)1/2 rdrdf = 27?/ r? (1 + 47‘2)1/2 rdr.
0
D'r‘9

Fazendo v = 1 + 4r?%, temos du = 8r dr e r? = UT_l. Para r = 0, temos © = 1 e, para r = 1,

Temos também
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temos u = 5. Logo

5.1 p 5
//a: dS:27r/1 uTu1/2§u:116/1 (u3/2—ul/2)du:
S

T [2 2 5 s
= 2w = 2] = 2 (25v5 4 3)

~ 16 |5 3 1
Logo,
T (5%—1)5:1 (25x/5+3>,
6 60
portanto
_— 25V/5 + 3
10(5v5-1)
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