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Calculo II-A — Lista 11

Exercicio 1: Seja o campo vetorial ?(a:, y,2) = (x —y,x +y,z). Calcule o fluxo de ? através de
S, orientada com 7/ exterior a S, se:

a) S:2x?+y*=a*coma>0e0<z<h;
b) S: 2% +y*+ 22 =a*coma > 0.

Solucao:

a) O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Da teoria, temos, no caso do cilindro 22 4+ y? = a?, que o unitdrio normal exterior é da forma
x’ 70 ~ 7
= (.9,0) . Entdo, o fluxo ¢ é dado por:
a

¢ = //? ds = //x—y,ﬁy,)(”’)dS:
= //x—xy+xy+y ) dS == //x+y ) dS =

= — // dS = aA(S) = a(2rah) = 2wa’h.
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b) O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

Da teoria, temos, no caso da esfera 22 + y? + 22 = a?, que o unitdrio normal exterior é dado por
xr z ~ Je
= M Ent3o, o fluxo é dado por:
a

¢://?~ﬁ>dS://(x—y,a:—iry,z)-WdS:
S S

:é//(xQ—xy+a:y+y2+z2)dS:
S

T ety as— @ ] a5 ancs) -
_“é/( LRt 2)dS aé/ds A(S)

= a(47a®) = 4ma®.

Exercicio 2: Calcule o fluxo do campo vetorial de

S
?:(;E—y—ll)i +yj +zk

através da semiesfera superior de 22 + 42 + 22 = 1, com campo de vetores normais 77 tal que
7K >0
n - .

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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X

- - . :
Como 70 - k > 0, entao it aponta para cima e, portanto, w == = (x,y,z) pois a = 1.

O fluxo é dado por:

//?-ﬁdS://@—y—&%@-@wgﬂﬁ:

://(x2—xy—4x+y2+22) ds =

— [[(@ g2 ey aa) ds = [[ 1=y 1) a5 -
S =1 S

:é/ﬂ?—é/@y—&ddSzA@)—é/@y—&ddS:

::%-4W-12——{9/@w——4x)dS::QW——{Q/@w——4x)dS.

Ora, para calcular //(xy — 4x) dS, devemos parametrizar S. Entdo, temos que S : ¢(¢,0) =
S

0<¢<m/2

0<0<or Também temos que dS =

(sen ¢ cosf,sen psend, cos @), com (4,0) € D : {
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a’sen ¢ dodf = sen ¢ dpdl. Logo,

//(xy—4x)dS:

= //(sen2¢sen0003«9—4sen¢)cos«9) sen ¢ dodf =

D
= //sen3¢sen9(:089 dodo —4//sen2¢c089 dpdf =
D D
w/2 2w w/2 2w
= / sen® qb/ sen 6 cosf dfdo — 4/ sen? qb/ cosf dfdo =
0 0 0 0

21

w/2 29 w/2 o
:/0 sen3¢[ser; ]O d¢—4/0 sen? ¢[ sen ] "df = 0.

//?-ﬁdszzw.

Portanto,

_)
Exercicio 3: Calcule //? - 77dS, onde F——2KeSéa parte da esfera 2® + y* + 2% = 4 fora
S

do cilindro 2% + 3% = 1, K apontando para fora da esfera.

Solucao: A superficie S estd ilustrada na figura que se segue:

Uma parametrizacao de S é dada por

S p(p,0) = (2sen¢cosf, 2senpsenl , 2 cos ¢)

com (¢,0) € D = [W on

5 ?} x [0,27]. Temos:

dS = a’sen ¢ do df ‘= dsen ¢ de db .

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 11 165

Como 77 é exterior a S, entdo

%} — (m,y,z) a;2 (xayv'z)
9 .

Assim:
//?-ﬁdS://(0,0,—z)-wdS:
S S
—//szS: —//4cos2¢-4sen¢d¢ do =
57/6 p2m 57/6
= —16/ / cos? psen ¢ df dp = 327?/ cos® ¢ d(cos ¢) =
/6
e .y C_(EY|
n 3 lze 3 2 2 N
_ 321 3vV3
=-S5 = Avs.
Exercicio 4: Calcule o fluxo do campo Fezi— y? + 3y2zE> sobre o cilindro 22 + y? = 16,

situado no primeiro octante, entre 2 = 0 e 2 = 5 — y com a orientagdo normal que aponta para o
eixo z.

Solucao: A superficie S estd ilustrada na figura que se segue.

z

5,

4 y
0<t<m/2

0<><5_dsent - Além disso,

Temos S : p(t,z) = (4cost, 4sent, z), com (t,z) € D : {

dS = adt dz "= 44t dz .

Como 77 aponta para o eixo z, entao,

%) _ (_xa_yao) _ (—33, _yvo) )
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//?-WdS://(—x,—y,i%sz)~7(_x’;y’0) ds =
S S
:i//(x2+y2)dS:4//dS:4//dS:
————
S = 16 S S
w/2 pb—4sent

:4//4dtdz:16/ / dz dt =

/s o Jo

/2
:16/ (5 —4sent) dt:16[5t+4cost]g/2:
0

Portanto,

:16(%”—4):4%—64.

Exercicio 5: Calcule / / F .7 dS onde
S

e - T
?(x,y,z) =xzey 1 —xze? j + 2Kk
e S é a parte do plano z + iy + z = 1 no primeiro octante com orientacdao para baixo.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

A

A superficie pode ser descrita por S : z =1 —2 —y = f(x,y), com (z,y) € D:0<x < 1le
0 <y <1—z. Um vetor normal a S é dado por N = (—f,, —f,,1) = (1,1,1) Como 77 aponta para
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EL=L=D  Temos que dS = /1 + (f.)? + (f,)? dzdy = /3 dxdy . Entio,

// ds = // xzeY, —xzeY, z)-L\/;_l)dS:

// —xzey+xzey+z) (=1 \/_ 1)(15:

// s - //f

//d - r”) \/_dxdy—// —1+2z+y) dedy =

// 1+ +y) dyde = /[ +x +—2]1xdx—_—1
y)dyde= | | —ytoy+ 5| dr= .

. - -1, —
baixo, entdo o =
V3
T

- = o
Exercicio 6: Calcule //? -7 dS, onde ?(x,y,z) =xi+yj +5k e S éa fronteira da regido

S
delimitada pelo cilindro 22 + 22 = 1 e pelos planos y = 0 e x + y = 2 com a orientacio positiva
(isto &, 7 exterior a S).

Solucao: Para esbocar S, fagamos uma inversdo nos eixos coordenados.

A

Y

Temos que S = 57 U .S, U S3, orientada positivamente. Logo,

//?-ﬁdsz//?ﬁds+//?.@ds+//?-ﬁ3ds.
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Cilculo de / / F.mds
St

Temos S1 :y=2—x = f(x,2), com (z,2) € D : 2 + z* < 1. Logo, uma parametrizacdo de S;
é QO(ZE, Z) = (I’,f(I,Z),Z) = (‘T72 -, Z)v com (‘Tv Z) €D. LOgO, Pz = (Lf;tao) = (17_170) e
v, = (0, f,,1) = (0,0,1) portanto

e
i 7 K
Yo X Pz = 1 fx 0 :(f$7_17fz):(_17_170>
0o f. 1
Logo, dS = ||, X ¢.|| dzdz = \/2dxdz. Como nj aponta para cima, entdo a componente y de 7]

N (1,1,0)

é positiva. Logo ni = . Dessa forma,

Jf7 s ff
//dedz_2 A(D) =

Cileulo de / / 7.7 ds
Sa

0). V2dxdz =

Temos Sy : 2 +2% =1, com 0 < y < 2—2z. Uma parametrizacio de Sy é: p(t,y) = (cost,y,sent),
com (t,y) € D1 :0<t<2me0<y<2-—cost. Temos
N

i j k
ﬁzwtxwyz —sent 0 cost | = (—cost,0,—sent)
0 1 0

portanto, dS = ||ﬁ|| dtdy = dtdy. Como 13 é exterior a Sy entdo nj = (cost,0,sent). Logo,

//? ns dS = // (cost,y,5) - (cost,0,sent) dtdy =
2—cost
= // cos? t dtdy = / / cos? t dydt =
o Jo

Dy
27 27 27
:/ (2c052t—cos3t) dt = 2/ cos’ t dt—/ cos®t dt =
0 0 0
=2 [t + Sen%] — 0= 27 (Verifique!).
0

Cilculo de / / F.m ds
S3
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Temos S5 : y :_0>: f(x,2), com (z,2) € D:a?+2* < 1. Logo, dS = /14 (f.)? + ([.)? dedz =
dzxdz e ny = — j . Entio,
// 1% dS = //xOS 1,0)dxdz://0dxdz:0.
D
Portanto,

//?-ﬁ)dS:27r+27r:47r.
s

- -
Exercicio 7: Calcule //? dS, onde ?(w,y, z)=—x1i +2zk e S é a fronteira com regido

limitada por z =1 e 2 = 2% + 2, com 7 exterior a S.

Solucao: O esbogco de S = 57 U S, estd representado na figura que se segue.

Usando propriedade de fluxo, temos

//?.ﬁdsz//?ﬁids+//?.ﬁ;ds.
S S1 Sa
Cslculo de / / 7.7 ds:
St

%
Temos Sy : z = 1 = f(x,y), com (x,y) € D : 2% +y2 < 1. Temos, também, que n] = k e

dS = dxdy. Entao,
//?nlds // —,0,2-1)-(0,0,1)dS =
//QdS_QA 2 (m-1%) =2r.
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Cilculo de / / F .7 ds:
Sa

Temos Sy : 2 = 22 +y* = g(x,y), com (z,y) € D : 2> + y*> < 1. Um vetor normal a S é dado

por N = (—gz, —gy, 1) = (—2x, —2y, 1) que aponta para cima. Como 7% aponta para baixo, ent3o
7? _ (2%,2y,—1)
7 =

V1422 + 442
Temos que dS = ||ﬁ|| dxdy = /1 + 422 + 4y? dzdy. Entéo,

//747%615:// (—2,0,2 (a® +47)) - (22, 2y, —1) dzdy =

So D

= // —2x2 — dxdy = // — 2r% cos? 9) r drdf =
2

:—2// 1+cos 9)7" drdf = — [—] / (1+Cos29)d9:
0

1 1 sen20\ 12" 37
=505 (0+57)]) =5

Exercicio 8: Calcule //?ﬁ dS, onde ? = 2?—1—5?—1—3?> e S é a parte do cone z = /22 + y?

interior ao cilindro 22 + y? = 1, orientada com normal 7/ tal que 77 k < 0.

Solucdo: De /22 +y2 e 22 + y? = 1, temos que z = 1. Logo, as duas superficies interceptam-se
no plano z = 1, segundo a circunferéncia 22 4+ y?> = 1. Assim, o esboco de S estd representado na
figura que se segue.
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- o . p . .
Como 77 - k < 0, entdo a terceira componente de W é negativa e, portanto, T aponta para baixo.

A superficie de S é dada por S : z = /22 + y2 com (z,y) € D : 2* +y* < 1.

Um vetor normal a S apontando para baixo é
N = <% 9z —1) — (- Y 1
oz’ Oy’ Vi + 2 22

e dS = ||N|| dudy. Entso,

N
1]

F.wd ://2 Y Y 1) dedy =
J[ 77t as 2.53) (o s 1) dady
S D
2x oY
= —3 ) dxdy =
//(\/x2+y2+\/x2+y2 ).CL“y
D

. 2x oy
=[] v st || e st [ asay
D D D

- 2x ;. o e~ . . - .
Como a funcao ——— € impar em relacdo a x e a regidao D tem simetria em relagcdo ao eixo vy,
T +y

portanto, %) =

entao
2x
—  dxdy=0.
// i ray
D
oY

Como a func¢ao é impar em relacdao a y e a regiao D tem simetria em relagao ao eixo z,

entao

oY _
[ s =0,
D

Ent3o,

//?-ﬁdS:O+0—3A(D):—3w.

Exercicio 9: Ache o fluxo de F = (yz, —xz, 2 + y2) através de S, superficie de revolucdo obtida
girando-se o segmento de reta que liga (1,0,1) e (0,0,3) em torno do eixo z, onde o vetor normal
7 tem componente z nao negativa.

Solucao: As figuras a seguir, mostram a curva C' e a superficie S.
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Uma parametrizacdo para C' é dada por:
=(1,0,1)+¢(—1,0,2) = (1—¢t,0, 1 +2t),

com t € [0, 1]. Logo,

x(t)=1—t
y(t) =0
Z2(t) =1+2t

com t € [0,1]. Uma parametrizacdo para S é dada por:
S p(0,t) = (x(t)cosf, z(t)send, z(t)) =
= ((1—t)cos, (1 —t)senb, 1+ 2t)

com 6 € [0,27] e t € [0, 1].

Um vetor normal a S é dado por:

s - -
5 5 i J k
2 2
ﬁ:%xaz —(1—t)senf (1—t)cosf 0 |=
—cos b —send 2

= (2(1 —t)cosf, 2(1 —t)send, 1 —1t).
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Temos:

6 = //?-ﬁdsz

_ //((1 ) (L4 26)send, —(1— )(L+2¢) cosb), (1 —1)%).

(2(1 —t)cosh,2(1 —t)senf, 1 —t) dt =

= // [1(1 —¢)*(1 + 2t)senf cos§ — 2(1 — ¢)*(1 + 2t) senfcos 6 + (1 —1)°] dt =

D
_ /01/0%(1—15)3 dt:—2w[(1;t>4};:—2w (0-3)=12.

Exercicio 10: Calcule //? . ﬁdS, onde
S

— — —
?(a:,y,z):(szSx)i +5yj +(z+3)k

e S é a superficie do sélido limitado por 2 =1 — 4% 2 =0, z = 2 e o plano 2y, com vetor normal

T exterior.

Solucao: A superficie S é constituida por quatro superficies:
Superficie S,

0<e<?2

Temos S; : 2 =1 —y* = z(z,y) com ($79>€D13{ -1<y<1

S — \/1 + (%)2+ (2—2)2 drdy = /T 1 4y? dady.

Superficie S,

-1<y<l1

0<z2<1—19? €

Temos Sy : x =0 = z(y, 2) com (y,2) € Dy : {

s = \/1 + (%)2 + (ﬁf dydz = VI + 02 + 0 dydz = dyd> .

0z

Superficie S

Temos S3 : x =2 = z(y,2) com (y,2) € D3 = Dy. Logo dS = dydz.
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Superficie Sy
Temos Sy : 2 =0 = z(x,y) com (x,y) € Dy = D;. Logo dS = dzdy.

A superficie S pode ser vista na figura que se segue.

, . - 0,2y,1 - -
Comoﬁeexterlor,entaoﬁizw,ﬁg}:—l ,773>: 1 e774>:—k.Temos
1+ 4y?
4
[Fatas =3 [[Fomas
s i=1"g

onde,

Superficie S,

//?-mdsz

1
://(1—y2+3x,5y, 1—y*+3)-(0, 2y, 1) dady =
Dy

://(10y2+4—y2)2/11/02(9y2+4)dxdy:

1
:2/ (9y® +4) dy = 2[3y° + 4y]_, = 4(3 + 4) = 28.
-1
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Superficie S,

Superficie S

//? 7 dS = // (246,5y, 2+3) - (1, 0,0)dS =
//z+6 )dS — //zdS+6//dS—

1—y?
:_—|—6// zdzdy——+6/ (1—y*)dy=

=—+6[y——] 1:—+12<1 ;)Z%Jrs.

?47,4 = T, , -0, 0, — =
4/ s dS [4/(3 5y,3)-(0, 0, -1)dS
—// dady = —A(Dy) = —A(Dy) = —4.

=g _oe_ 8 8 4
//?-nds_zs S+ 4s-4=32.
S

Superficie S,

Logo,
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