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Calculo IHI-A — Médulo 1 — Tutor

Exercicio 1: Calcule as integrais iteradas:

2 2 2z,
a) / / ye™ dxdy b) / / x_2 dydx
1 J1 1 J1 Y

Solucao:

a) Temos

2 2 2 oy w=2 2 z=2

// ye‘vydxdy:/ Y [e—} dy:/ [e‘vy} dy =
1 J1 1 Y Jz=1 1 z=1

2 2y 4 2 4 2
_ WY dy= | ] = () ()= 3
N R I I R

b) Temos

2 prx o 2 rzx 2 —

// I—Q dyda::// x2y1dydx:/ x? [—l}y dxr =

1 J1 Y 1 J1 1 Yly=1

2 2
— 2 —l — — 2 —
—/195( x+1) dx /1(x—|—x)dx

a2 232 8 11 8 1 1 5
=-S5, =(2+5) - (5+3) =255 5=¢

Exercicio 2: Esboce a regido de integracdo e calcule as integrais:

a) //a:y?’dxdy,D:{(x,y)e]RQ; 1<2<2,0<y<2};
D

b) //f(a:,y) dedy, D = {(z,y) € R?; |z| < 7/2,0<y <cosz}, f(r,y) = ysenwz.
D

Solucao:

a) O esbogo de D estd representado na figura que se segue.
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Temos

2 2z 2 412
// xy® dedy = / / xy® dydr = / T [y—} dxr =
1 Jo 1 4 1o

D

2 1 2
:/ x(””‘ _o) dx:/ AgB dx =
1 4 1

(26-1) = 2(64— 1) = 42.

I

.
| — |
c»| L
| I
=

Il
Wl

Temos

w/2 cosx
//f(x,y)da:dy://ysenxdxz/ / ysenx dydx =
(s f —7/2J0

/2 94 COST /2
Y 1 2
= = nrdr = - rsenxdr =
senxd cos“zsenxd
x/2 2 1o 2

—7/2

w/2 3 _47m/2
. _l 2 B _l [COS x] - _1 - B
=—3 /ﬂ/2 cos” xd(cosx) = A e B 6(0 0)=0.
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Exercicio 3: Esboce a regido de integracdo e inverta a ordem das integrais iteradas em:

) | / ) sty o) [ / :——;f(x,y) dydz

) [ / Y o) dedy ) / / " ey dyda

Solucao:

a) A regido de integra¢do D é dada pelas desigualdades 0 < x <y e 0 <y < 1. Portanto, D é do
tipo Il e estd limitada a esquerda pela reta x = 0 (eixo y) e a direita pela reta z = y, entre as
retas horizontais y = 0 (eixo z) e y = 1.

Ay

1

entraemz =0

saiemz =y

Para inverter a ordem de integracao devemos enquadrar DD como tipo |. Entdao imaginemos uma reta
vertical através de D, orientada como o eixo y.

1y

saiemy =1
Aj

entra em y =z,

1 x

A retaentraem Demy=xesaide Demy=1. Logo, v <y < 1. Como a projecdo de D sobre
o eixo x é o intervalo [0, 1], temos 0 < z < 1. Assim,

D={(z,y) eR*; 0<z<1l,z<y<1}.

/01/04“:”’3/) dzdy = /01/; flz,y) dydz .

b) A regido de integracdo D é dada pelas desigualdades 0 <y < 1ley <z < ,/y. Portanto, D é
do tipo Il e estd limitada a esquerda pela reta =y (ou y = x) e a direita pela curva x = /y (ou
y = x?, com x > (), entre as retas horizontais y = 0 (eixo z) e y = 1.

Logo,
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entraemx =y

sai em ¥ = ,/y

e ________3

Para inverter a ordem de integracao devemos enquadrar D como tipo |. Entdo imaginemos uma reta
vertical através de D, orientada como o eixo y. Vemos que ela entra em D em y = 22 e sai de D
em y = x. Vemos também que D estd compreendida entre as retas x = 0 e x = 1. Entdo, temos:

D:{(x,y)ERQ; ngygx,ogxgl}.

saiemy=zx |,

2

entraemy ==z

/Ol/yx/?f(:ﬂ,y) drdy = /Ol/xjf(x’y) dydz .

c) A regido de integragdo D ¢é dada pelas desigualdades —1 <x <le —v1—22<y<+v1—22.
Portanto, D é do tipo | e estd limitada inferiormente pela curva y = —v/1 — 22 (ou 2?4+ y? =1,
comy < 0) e superiormente pela curva y = /1 — 22 (ou x? + y2 =1, comy > 0), entre as retas
xr=—1ex=1. Assim, o esboco de D esta representado na figura que se segue.

Logo,
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A

Y

entra em xr = —+/ 1

1— 2
N T
1/ 1 -
N
~1

Para inverter a ordem de integracdo, devemos definir D como tipo Il. Entdo, considerando uma reta
horizontal através de D, orientada como o eixo X, vemos que ela entra em D em x = —y/1 — 32
esaide D em z = /1 —y? Vemos, também, que D estd compreendida entre as retas horizontais
y=—1ey=1. Entdo,

D:{(x,y)€R2; —1§y§1,—\/1—y2§x§\/1—y2}.

/_11 /_\/Zf(x,y) dydr = /_11 /_\/\/T_i; f(z,y) dady.

d) A regido de integra¢do D é dada pelas desigualdades * <y < 3z e 0 <z < 1. Portanto, D é do
tipo | e estd limitada inferiormente pela reta y = = (ou z = y) e superiormente pela reta y = 3z (ou
x = y/3), entre as retas verticais z = 0 (eixo y) e x = 1. Assim, o esbogo de D estd representado
na figura que se segue.

Logo,

A
Y
3 _____
A sai em y = 3x
] Zf entraemy==x
1 Q;V

Na figura vemos que D n3o é do tipo Il, pois esta limitada a esquerda pelas curvas x = y e z = y/3.
Para inverter a ordem de integracdo, devemos decompor a regidao D em duas partes: D, e Dy, como
representado na figura que se segue.
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Y
3 _____
Dy
entra em xr = % / )
m saiemz =1
|
D,
entraemx:g\/\ saiemz =y

— ;

. Entao,

<y < <y <
Temolez{ O<sy<l 2:{ lsy<3

y/3<x<y y/3<z<1
1 p3z 1 ry 3 rl

// f(z,y) dydw:// f(x,y) dwdy+// f(z,y) dvdy .
0Jx 0 Jy/3 1 Jy/3

1,2
Exercicio 4: Calcule // 4ex2dxdy.
0 J2y

~ ~ B . 2 ~ ; ~ . ,
Solucao: N3o podemos integrar nessa ordem, pois [e* dx ndo é uma funcdo elementar, isto é, ela

ndo pode ser escrita como uma soma finita de fungdes elementares (fun¢des estudadas em Calculo
). Portanto, devemos inverter a ordem de integragdo. A regido de integragdo D é dada pelas
desigualdades 0 <y < 1e2y <x < 2. Assim, D é do tipo |l e estd limitada a esquerda pela reta
x =2y (ouy=x/2)ea direita pela reta x = 2, entre as retas horizontais y = 0 (eixo z) e y = 1.
A
Y
T=2y = y= g

Descricado de D como tipo |

Imaginemos uma reta vertical através de D, orientada como o eixo y. Ela entraem Demy=0e
sai de D em y = x/2. Vemos que D estd entre as retas x = 0 (eixo y) e a reta x = 2. Entdo,

D={(z,y) eR* 0<2<2,0<y<z/2}.

Assim,

L2 2 px/2 2 o2 2 2
// 4e* dxdy = // 4e* dydr = / 4e” / dydxr = / 4" L dy = / e 2x dr .
0 J2y 0Jo 0 0 0 2 0
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Fazendo u = 22, temos du = 2x dx. Para x = 0, temos u = 0 e, para x = 2, temos u = 4. Ent3o,
L2 4 4
//4e$dxdy:/e“du:[e“] =el—1.
0 J2y 0 0

5 /5
Exercicio 5: Calcule / / Y dydx .
1 J, zlny

Solucao: N3o podemos integrar nessa ordem, pois /IL dy n3o é uma funcdo elementar.
zlny

Entdo vamos inverter a ordem de integracdo. Para isso devemos esbocar a regido de integracao D
dada pelas desigualdades 1 < x < 5 ex < y < 5. Logo, a regiao é do tipo | e estd limitada
inferiormente pela reta y = x e superiormente pela reta y = 5 e estd compreendida entre as retas
verticais t = 1 e x = 5.

entraemax =1

saiemx =y

Descricao de D como tipo 11

Imaginemos uma reta horizontal, através de D, orientada como o eixo x. Vemos que ela entra em
Demax=1esaide Demx=1y. Vemos, também que D estd entre as retas horizontais y = 1 e

_ : sy <s
y =5. Assm,D.{ l<z<y

5 5 y 5 py ) 5 v [ y
/1/35 7oy dyda:—/l/l Tiny dxdy—/l m[nx}ldy_

5 5 5
Y Y
LK g Ry —Inl)dy QK g DY K‘y y

. Entao,

I
—
|@
[N
(I
— ot
I
Do =
—~
(@)
[}
|
—
~—
I
—_
[\]
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Exercicio 6: Use a integral dupla para calcular a drea da regido D limitada pelas curvas y = 4x — 2
ey =u.

Solugdo: De y = 42 — 2* e y = x temos 4z — 2°> = x ou 2> — 32z = 0 ou x(x — 3) = 0, portanto
x = 0oux = 3. Logo, as interse¢des sdo (0,0) e (3,3) e o esbogo de D estd representado na figura
que se segue.

sai em y = 4z — 22

entraemy==x

X

0<r<3

r<y<dp—a? Como A(D) =

Descrevendo D como uma regiao do tipo |, temos D : {

// dxdy, temos

D

3 pdr—z? 3
A(D) = / / dydx = / (42 —2° — ) do =
0 Jx 0
3 2 322 2373

Exercicio 7: Encontre o volume do sélido W limitado pelos planos y = 0, 2 = 0 y = 4 e pelo
cilindro parabdlico z = 4 — 22,

Solucao:

Esbog¢o do solido W

Inicialmente tracamos, no plano zz, a pardbola z = 4 — z2. Como esta equacido é independente

da varidvel y, tracamos, por pontos desta parabola, as retas paralelas ao eixo y. Obtemos assim o
cilindro parabdlico. Considerando que W esta limitado pelos planos y =0, y =4 e z = 0, temos o
sélido W representado na figura que se segue.
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“piso”

Observemos que o “teto” do sélido W é o cilindro parabdlico 2 = 4 — 22 = f(z,y) e que o “piso”
de W é o quadrado D dado pelas desigualdades —2 < 2 <2 e 0 <y < 4. Temos, entdo,

V(W)://f(;v,y)dxdy:// (4 — 2?) dady =
:/_2/04(4_952) dydx:/_2(4—x2)/()4dydx:

- a?) dy = _£2_.<_§>_1_28
_4/_2(4 ) de=4lar -] =4-2(8-3) = uy

Exercicio 8: Encontre o volume do sélido W limitado pelas superficies z =1 —y2, 2 > 0, 2 = 0,
z=0ex—y=2.

Solucao:
Esbogo do sdlido W

Inicialmente tracamos, no plano yz, a pardbola z = 1 — 3%, com z > 0. Como esta equacdo é
independente da varidvel x, tracamos, por pontos desta pardbola, retas paralelas ao eixo x, obtendo
assim o cilindro parabdlico. Para esboc¢ar o plano x — y = 2, tracamos primeiramente no plano zy
areta x —y = 2. Como esta equacdo nao depende da varidvel z, tracamos por pontos desta reta,
retas paralelas ao eixo z. Vemos que os pontos A = (3,1,0), B = (2,0,1) e C = (1,—1,0) sdo
comuns as duas superficies. Ao ligarmos tais pontos, obtemos a curva intersecao. Considerando que
W € limitado pelos planos x = 0 e z = 0, temos o sélido W representado na figura que se segue.
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=7

entraem x =0 7 saiemz=2+y
-2

“piso”

Observemos que o “teto” do sélido TV é a superficie z = 1 —y? e que o “piso” de W é o trapézio D,
que deve ser olhado como uma regiao do tipo Il. Vemos que a projecdo de D no eixo y € o intervalo
[—1,1]. Logo, —1 <y < 1. Vemos, também que uma horizontal qualquer através de D entra em D
emxr=0esaide Dnaretax—y =2, ondexr=2+y. Logo, 0 <x <2+4y. Assim, D é definido

_ ) -1<y<1
pelas desigualdades D : { 0<r<2+y

VMQ://N@QMW://@—ﬁ)MW:

:/11/02+y(1—y2) dxdy:/ (1-9*) 2+y)dy=

. Temos, entdo,

1
-1

2 203 491
:/ (2+y—2y2—y3)dy:[2y+%—i—y—] LT
-1 -

3 4
1 2 1 1 2 1 8
=(2rg-5-3) - (2egrs-g)=5uv
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