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Calculo IHI-A — Médulo 2 — Tutor

Exercicio 1: Calcule //i—;z dA onde D é a regido compreendida pelasretasz—y =0, x —y = 1,
D

r+y=1lex+y=3.

Solucao: Calcular diretamente essa integral seria penoso pela complexidade da regido de integracao.
Mas a ocorréncia das expressdes © — y e x + y no integrando e também nas equacdes da fronteira

sugere a seguinte transformagdo: u =2z +y e v =x —y donde z = u—;v ey =" ; !
O jacobiano J é dado por
or or | 11
g9y _Jou ov|_|2 2|_-1_1_ 1
d(u,v) Jdy Oy 11 4 4 2"
ou Ov 2 2

Com essa transformacdo a fronteira de D, é formada pelasretasv =0, v =1, u=1eu =3

Assim, pela férmula da mudanca de variaveis temos:

1 3 U
//”““‘y dA://Eu\ dudv://ﬂ
xr+y u u
D

) L[
_—)dudv:—//gdudv:
2 2 0o J1 U

Doy Doy

1 1 1
1 3 1 1 1
—5/0 U[lnu]ldv—§/0 v(ln3 —1In1) dv—§1n3/0 Udv—zln?).

Exercicio 2: Use a transformacdo u = % e v = xy para determinar //a:y3 dA na regido D do
D

primeiro quadrante, limitada por y =z, y =3z, zy = 1 e zy = 4.

Solucao: O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.
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Com essa transformacao, a regiao D transforma-se na regidao D, limitada pelas retas u =1, u = 3,
v=1ewv=4. Temos:

@ @ -y 1
PR RO TR P = SRR S TR
d(z,y) v v y " x oz x
oxr Oy
Logo,
oey) 1 1 1
8(u,v)_J—1_—2u_ 2u

De u = y/x e v = xy temos uv = y?. Portanto, o integrando zy® = xy - y* transforma-se em
v-uv = wv?. Assim, da férmula da mudanca de varidveis temos:

oz, y

o(u

//xy3dA://uv2 v; dudv://uv2 —Ziu‘dudvzé//ﬁdudv:
D

Duv Duv Duv
3 4 3 4 3
1 o= 2] tu= Lo - INCTRCIE IV
_2/1/11) dvdu-2/1 3 1dU—6(64 1)/1 du-g[u}l—Q(B 1)=21.

Exercicio 3: Calcule a integral dupla //e*(’ﬁ“’?) dA onde D é a regido contida na circunferéncia
D

4y =1

Solucao: O esbogo da regido D estd representado na figura que se segue.
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Passando para coordenadas polares, vemos que z2 + y? = r? e dA = r drdf.
Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D no sentido anti-hordrio a partir do eixo x positivo vemos que
0 <6 <27 Aequacdo 22 +y? = 1 transforma-se em 7> = 1 ou r = 1. Assim, para 6 fixo, fazemos
r crescerder =0ar = 1. Logo D,y é dado pelas desigualdades 0 < # < 27 e 0 < r < 1. Portanto:

// @) A = // *r drdf = / / —r drd =
21 27 1
1 —r2 _
__/ / drd@——§/0 [e ]Ode_

Exercicio 4: Calcule // \/x? + y?>dxdy onde D é o disco centrado fora da origem, dado pela
D
desigualdade 2% +y* < 2y ou 2% + (y — 1)* < 1.

N =

(61—1)/027rd9:(1—61)7r.

Solucao: O esboco de D estd representado na figura que se segue.

A

Y
2
D
1
- >
Passando para coordenadas polares temos:
xr = rcost
y = rsenf
dxdy = r drdf
2y’ = 2
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i 3
O integrando /22 + y2 transforma-se em v/r2 = r-2/3,
Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D no sentido anti-horario a partir do eixo x positivo vemos que 6
varia de 0 a m. A equac3o da circunferéncia x? + y? = 2y transforma-se, em coordenadas polares,
em 72 = 2rsen f donde r = 2send é a equacio polar da circunferéncia. Assim, para 6 fixo, fazemos
0<o<nr

r crescer de r =0 a r =2senf. Logo, D,y é dado por D,y : { 0<7r<2senf °

A

Entao,
T r2senf
//\/:E2+y2dxdy://\/r_2rdrd@z//r2drd@z// r? drdf =
D Dr& DTG ’ ’
™ 3-2senf ™
:/ [”_} d0:§/ sen® ) df.
o L3Jo 3 Jo
Mas:
sen® @ = sen”® fsen f = (1 — cos? 0) sen @ .
Fazendo u = cosf temos du = —senf dfl. Para § =0 temos u = 1 e para § = 7 temos u = —1.
Entao,
s [T s [ s [
2 2 - 2
Izg/o (1 — cos 9)sen9d9:§/_1(1—u )(—du):?/_l(l—u)du:

[ =5 =5 [0-5) - () =5 5) = T

OBS.: Vocé notou que um disco centrado na origem transforma-se em um retangulo no plano rf e
que um disco centrado fora da origem ndo se transforma em um retangulo no plano r?

\/% dA onde D é a regiao no primeiro quadrante fora da circunferéncia
e +y

r = 2 e dentro do cardioide r = 2(1 + cos 0).

Exercicio 5: Calcule //
D
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Solucdo: Passando para coordenadas polares temos y = rsenf), x> +y> =r? e dA = r drd®.

Esboco de D

Sejar =2(1+ cosf). Parad =0,0 =7/2, 0 =m, 0 =31/2 e § =27 temos, respectivamente,
7‘:4,7‘:2,7":067‘:2.

De 72 = 4 temos 22 + y> = 4. Assim, o esboco da regido D estad representado na figura que se
segue.

sai em 7 = 2(1 + cos6)

entraemr =2

Efetuando uma “varredura” em D no sentido anti-hordrio a partir do eixo z positivo (onde 6 = 0)
até o eixo y positivo (onde § = 7/2), vemos que 0 < ¢ < 7/2. Considerando um ponto P no
interior de D, vemos que a semirreta OP entra em D em r = 2 e sai de D em r = 2(1 + cos¥).

<f<
Entdo, temos D,y : { 0<t<m/2 . Assim:

2 <r <21+ cosb)

y . rsen @ - B
//\/TTysz—//Wrdrdé’—//r sen  drdf =
D Do Dyg

w/2 2(14-cos 0) /2 2 2(1+-cos 0)
= / sen@/ r drdf = / sen 6 [—] df =
0 2 0 212

71_/2 71'/2
:%/ Sen9[4(1+0059)2—4}:%'4/ <1+2C089+C0529_1)Sen9d9:
0 0
/2 2 3p977/2
_ 2 (2cosf + cos®0) (—senb) df = —2 [ZC% b4 oo 9} =
-1, 2 3 lo

-2~ (+3) -}

Exercicio 6: Calcule as integrais, transformando-as em coordenadas polares.

1 pVI=2? 3/2 3 V/18—z?
a) / / (2* +y?)" " dydx  b) / / sen (2 + y* + 1) dydzx
—-1J0 0 Jzx
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Solucao:
a) Temos:

1 Vi1—x2

I :/ / (2% +12)*? dyde = // (2% +2)** dzdy,

-1Jo s

onde
D:{(x,y)ERﬂ—1§x§1,0§y§\/1—x2}.

Logo, D esta entre as retas © = —1 e © = 1 e estd limitada inferiormente pela reta y = 0 e

superiormente pela curva y = /1 — 22 (ou 2?4y = 1), com y > 0. Assim, o esboco da regido D
esta representado na figura que se segue.

Passando para coordenadas polares, temos 22 + y? = r2 e dA = rdrdf e D,y é dado pelas desigual-

0<o<nr -
dades DT&’{OSTSl . Entao,
379 1 ™ 1 51
I://(r2)/rdrd@z//r4drd9:/r4/ d@drzw/ r4dr:7r[r—] =T,
0 0 0 5lo 5
D,g Dy

b) Temos,
3 V/18—22
[:// sen(a:2+y2+1)dydx://sen(x2+y2+1)dxdy
0 T
D

onde D : {(x,y) ER% 0<2<3,2<y<+V18— a:Q}. Logo, D esta entre as retas verticais . = 0
e r = 3 e estd limitada inferiormente pela reta y = x e superiormente pela curva y = /18 — 22 ou
2> +y* =18, comy > 0. Dey =z e 2°> + y* = 18, com y > 0 temos 2°> = 9. Como z > 0,
temos = 3 donde y = 3. Logo, o ponto de intersecdo é o ponto (3,3). Assim, o esboco de D esta
representado na figura que se segue.
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y A
sai em r = /18
V18

" 5 (3,3)

D ) :

AT

y=x X

N\ |

3 T

entraemr =20

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma ‘“varredura” em D no sentido anti-hordrio a partir da reta y = x (onde 6 = 7/4)
até o eixo y positivo (onde # = 7/2) vemos que 6 varia de /4 a /2. Considerando um ponto P

no interior de D vemos que a semirreta OP entra em D em r =0 e sai de D em r = v/18. Entao
 m/4<0< /2 -
temos D,y : { 0<r<yi8 ° Entao,

V18 /2 V18
I://sen(TQ—i—l)rdrd@:/ sen(rQ—i—l)r/ d@drzg/ sen(r2+1)7"d7".
0 w/4 0
Dre

Fazendo u = 72 + 1 temos du = 2r dr donde r dr = —du/2. Para r = (0 temos u = 1 e para
r = +/18 temos © = 19. Ent3o,

19

19
T du ™ T
[—Z/l senu<7)—§[—cosu] —g(cosl—cosw).

1

Exercicio 7: Determine o volume do sélido W, limitado pelo paraboloide z = 4 — 22 — 42 e pelo
plano xy.

Solucao: O esboco de W esta representado na figura que se segue.
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D,
N2

“piso” D : %+ y2 <4

Vv) = // @,y dedy = // (4—2? — y?) dudy.

Passando para coordenadas polares temos

Temos:

r = rcosf

y = rsenf
dxdy = r drdf

22y = 1
0<6<2r .
eDrg.{ 0<r<2 ° Entao,
2 o 2
V(W) :// (4—7"2) rdrd@z/ (4T—r3)/ d@dr:27r/ (4T—T3)dr:
) 0 0 0
492

=27 [27"2 - %] =2m(8 —4) =8 w.v.

0

Exercicio 8: Determine o volume do sélido W no interior da esfera 22 + 42 + 22 = 4 e do cilindro
2? + (y — 1)> = 1 e acima do plano z = 0.

Solucao: O esboco de W esta representado na figura que se segue.
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Por simetria, temos que V(W) = 2V (W;) onde
le{(x,y,z)ER?’; (r,y)€ED: 2 +(y—172<1,2>0e0<2< 4—x2—y2} .

Vemos, também, que o “teto” de W, é a superficie z = /4 — 22 —y?> = f(x,y) e que o "piso” é
o semidisco D : z? + (y — 1)*> < 1, com x > 0. Logo:

V(W) =2V (W) = 2//f(g;,y) drdy = 2// VA= 22 — 2 dady .

Passando para coordenadas polares, temos 2°+y? = 12 e dwdy = r drdf. A equagio 2+ (y—1)* =1
ou 2% +1? = 2y transforma-se em r? = 2rsen § ou r(r —2sen @) = 0 portanto r = 0 ou 7 = 2sen 6.
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10

0<0<m/2
0<r<2senf

—2// —r? rdrd@—

25en0 1
/ / 2 (=2r)drdf =
B 9 9\ 3/2 2sen B
—/0 L= -
w/2 5
/ [(4—4sen2 9)3/ —43/2} df =
0

/2
4cos? @) — 8| df =
// [( 0s”0)"" }
0

/2 /2
/ (4 cos? 9) 3/2 df + 13—6 do .
0

0

Ent3o, o semidisco D em coordenadas polares é D, : { . Entao,

Wl N

|
wl o

Wl N

Como 0 < 0 < 7/2, temos cos > 0, portanto (4 cos? 0)3/2 = (2cos0)? = 8cos® . Entdo,

w/2 3/2 w/2
/ (4 cos? 9) df = 8/ cos? 0 - cosfdf =
0 0

/2 3 g17/2
- B 9 . _sen 0 -
= 8/0 (1 —sen®d) d(senf) =8 [sen@ 3 ] =

0

Assim,
(37r —4)uv.

UFF

IME - GMA



