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Calculo HHI-A —Médulo 3

Aula 5 — Aplicacbes da Integrais Duplas

Objetivo

e Estudar algumas aplicagdes fisicas como massa, centro de massa e momento de inércia.

1. Massa

Seja D C R?, uma regido compacta, representando uma lamina plana delgada. Suponhamos que a
funcdo continua e positiva § : D C R* — R representa a densidade superficial de massa (massa por
unidade de &rea).
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Considerando-se n? subretdngulos R;; de algum retdngulo R que contém D e uma escolha
(z7,y7) € Ry; , observamos que a soma

YD 8 (et ) AA

j=1 i=1

é uma aproximacao da massa M de D, onde (x:‘, y;‘) =0se (xj,yj) ¢ D. Logo, é razodvel definir

a massa M de D com
M = //5(ar,y)dxdy.
D
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a‘*‘\&
. OBS.: Se §(x,y) for constante e igual a k, entdo a massa M sera igual
\ a kA(D). Neste caso, dizemos que a lamina D é homogénea.

2. Centro de Massa

a) Seja um sistema finito de particulas P, = (z1,91), P> = (22,%2), -+ , Pn = (¥p, Yn), COM massas
m;, i =1,---,n, respectivamente. Lembrando da Fisica que os momentos de massa desse sistema,
em relacdo aos eixos x e ¥, sao definidos por:

n n
M, = E m;y; e M, = E m;T; .
i=1 i=1

n

O centro de massa do sistema é o ponto (7, ¥), que se comporta como se a massa total M = E m;
_ _ i=1
do sistema estivesse concentrada nesse ponto. Logo,

Mz =My e My= Mz
ou

n
> mi
=1
n
> mi
i=1

n
§ m;yY;
i=1

M, =
=

S
> mi
i=1
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b) Se considerarmos no lugar de um sistema finito de particulas, uma ldmina plana D, com densidade
superficial de massa dada por uma fungdo continua e positiva (x, y), fazemos uma partigdo de algum
retangulo R contendo D, obtendo subretangulos R;;. Escolhemos (:L*;-*,yj) € R;;. Logo, a massa de
R;; pode ser aproximada por § (z7,y7) AA, onde § (2},y7) = 0se ¢ (x},y;) ¢ D. Entdo

My~ Y " yrd (a,y)) AA e M, ~ Y i (a,y]) AA.

i,j=1 i,j=1

Logo, definimos M, e M, por

Mgc://yé(x,y) A e My://xa(x,y) A,

O centro de massa (7,7) da lamina D é definido por

é/ma (2,) dA
M

T = e y=

é/w(af,y) dA.
M

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 3 3

OBS.: Se §(z,y) = k, k constante, o ponto (Z,%) € dito centroide e

temos as seguintes férmulas
//ydrz:dy
D

//mdmdy
\ T=2 e y= .
pa— // dxdy // dxdy

D D

ﬁ‘d&

3. Momento de Inércia

O momento de inércia de uma lamina D em relagdo a um eixo F é dado por
Ip = // r?(z,y)8(x, y) dady
D

onde r(x,y) é a distancia de (x,y) ao eixo E.

Assim, os momentos de inércia de D em relacdo aos eixos x e y, respectivamente, sdo dados por

I, = //y25(a:,y) dedy e I,= //:UQ(S(x,y) dxdy .
D D

O momento de inércia polar em relacdo a origem é dado por

I, = //(x2+y2) MNz,y)dedy =1, + I,
D

Exemplo 1

Determine o centro de massa e o momento de inércia em relacao ao eixo x, da regiao D, limitada
porz =y* ez —y =2, sendo 6(z,y) = 3.

Solucdo:

As curvas se interceptam quando y> —y — 2 =0, logo y = —1, y = 2. Assim, o esboco de D é:
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Descrevemos D como tipo Il : D = {(z,y); -1 <y <2, y* <z <2+ y}. AmassadeD é

2 2+y 2
M://(S(x,y)dA://SdA:i%/ / dxdy = 3/ 2+y—y*)dy
1 Jy2 -1
D D

= 325 - (23]

O centro de massa (7,7) é dado por

//x5 (z,y) dA //yé(x,y) iA
- |

y Y=

T =

Célculo de // xd(z,y) dA:
D

//135(1’73/)61/1:3/ / xda:dyzS/ [%] , dy = 5/ (4+4y+y2—y4) dy
5 —1Jy? -1 y -1

= J[+8+5-F) - (4+2-}+ 1)
- xpop
Célculo de // yo(x,y) dA:

D
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—1Jy2 -1 -1

2 24y 2 2
//yé(x,y)dA:?)/ / yda:dyzS/ y(2+y—y2) dy = 3/ (2y+y2—y3) dy
y
D

Logo,
108 8 1
_ 5 _

2

2
Assim, o centro de massa (T, 7) esta localizado em (£, 1).

O momento de inércia em relagdo ao eixo x é:

2 2+y 2
Ix://y25(a:,y)dA:3//y2dA:3/ / y?dedy = 3/ y2(2+y—y2) dy
—1 y2 —1
D D

Aula 6 — Simetria em Integral Dupla

Objetivo

e Explorar simetrias em integrais duplas.

Simetria em Integral Dupla

1) Seja D C R? simétrica em relacdo ao eixo y e f(x,y) impar na varidvel z, isto §é,
f(=z,y) = —f(z,y). Entdo, //f(a:,y) dxdy = 0. Com efeito, como D tem simetria em relacdo
D

ao eixo y, observamos que D estd limitada a direita pela curva x = x(y) e a esquerda pela curva
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= —z(y)— \ J\xzx(y)

x = —x(y). Supondo que a projegdo de D sobre o eixo y seja o intervalo [c, d], temos o seguinte
esboco para D:

Entao,

é/f(a?,y)dxdy/cd\[/z((j)f(x,y)dx] dy:/chdy:O'

-~

= 0(x)

(%) Aqui, usamos um fato do Cdlculo II:

/ g(x)dr =0 se g(x) é uma fungdo impar.

—a

2) Analogamente, se D tem simetria em relagdo ao eixo = e f(z,y) é impar na varidvel y,
entao //f(x,y) dxdy = 0. Veja o esboco para D na figura que se segue.
D

y =y(x)

1 L

D

-
\\bx

Exemplo 1
Calcule
I= // (zy® + (2" + y*)seny + 1) dady,
D
onde D é o disco z* + y* < a?, (a > 0).

Solugao:
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Por propriedade da integral dupla, temos que

I= //:Uy6dxdy+//(x4+y4)senydxdy+// dxdy .
D D D

. g - . g
N~ g g

I 1P I3

e Como f(x,y) = zy® é impar na varidvel z e D tem simetria em relacdo ao eixo y, entdo
I =0.

e Como g(z,y) = (' + y*) sen y é impar na varidvel y e D tem simetria em relacdo ao eixo z,
entao I, = 0.

e Como // dxdy = A(D), entdo I3 = ma*. Logo,
D
I =040+ ma®=mad*.

RECOMENDACAO

Nas integrais duplas, busque as si-
metrias e as funcdes impares. Nao
calcule cegamente!!!

OBS.:

1. Se a densidade d(x,y) é uma fungdo par na varidvel z (isto é,
d(—z,y) = d(x,y)), entdo xd(x,y) é impar na varidvel x. Se D

tem simetria em relacdo ao eixo y, entdo //a:é(a:,y) dxdy = 0

e, portanto, 7 = 0.
Analogamente, se §(x,y) é uma fungdo par na variavel y e se D
\ tem simetria em relacdo ao eixo x, entao y = 0.
2. Se D é uma lamina homogénea e tem simetria em relacdo ao
eixo y, entdao T = 0.

Analogamente, se D é homogénea e tem simetria em relacao ao
eixo x, entao y = 0.

Exemplo 2

Uma lamina delgada D ocupa a regido 2> + 4> < 1, y > 0, de modo que a densidade em qualquer
ponto é proporcional a distancia do ponto a origem. Determine
a) a massa M de D;

b) o centro de massa.

Solucdo:

O esboco de D é:
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Como a distancia de (z,y) a origem é y/2? + y? entdo a densidade é dada por

oz, y) = kv/22 + 12

onde k é uma constante.

a) Como M ://5(x,y) dxdy, entdo M = k//\/xQ +y? dxdy. Passando para coordenadas
D D

polares, temos:

T = rcosb

y = rsent
dxdy = rdrdf

22 Ly = 2
Além disso, D, é dado por:
0<r<i1i
Drg .
0<o<nr

Ent3o,

1 s 1 k?
M:k//r~rdrd0:k//r2drd0:k/ 7"2/ d@dr:lm/ r2dr:§ u.m.
Dre Dre 0 0 0

b) Como d(x,y) é uma fungdo par e D tem simetria em relagdo ao eixo y, entdo T = 0. Sabemos

que
/ / yo(x,y) dedy
D
M

y:

Y
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onde

//yé(x,y) dedy = k//y\/x2 + y2 dxdy
D

D
= k//rsen@-r-rdrd@

Dyg

= k//r3sen€drd9
DrO
1 T
= k/ r3/ sen 6 dfdr
0 0

1
= k[—cos@]g/ r3dr
0

SEE

|

Logo,
k

y:%:__
3

Portanto, o centro de massa esta localizado em (0, %)

Exercicio 1: Calcule a massa total M, o centro da massa (Z,y) de uma lamina triangular, com
vértices (0,0), (1,0) e (0,2) se a fungdo densidade é 6(z,y) =1+ 3z + y.

Exercicio 2: A densidade em qualquer ponto de uma lamina semicircular é proporcional a distancia
do centro do circulo. Determine o centro de massa da lamina.

Exercicio 3: Determine os momentos de inércia I,, I, e I do disco homogéneo D, com densidade
d(z,y) = 4, centro na origem e raio a.

Exercicio 4: Uma lamina delgada tem a forma da regiao D, que é interior a circunferéncia
(r — 2)> + y*> = 4 e exterior & circunferéncia 2% + y*> = 4. Calcule a massa da |dmina se a

densidade ¢ dada por §(z,y, 2) = (22 + %) /%,

Exercicio 5: Uma placa fina estd limitada pela circunferéncia 2? +y? = a* e tem densidade 6(z,y) =

CL2

. , 1—1In2

=~ Mostre que o seu momento de inércia polar é dado por I, = Ma? ( - ) onde
a? + x2 + y? In2

M é a sua massa.

Exercicio 6: Uma lamina tem a forma semicircular 22 4+ 32 < a?, com y > 0. A densidade é
diretamente proporcional a distancia do eixo x. Ache o momento de inércia em relacao ao eixo .
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Exercicio 7: Uma |lamina tem a forma de um tridngulo retdngulo isdsceles, com lados iguais de
comprimento a. Ache a massa, se a densidade em um ponto P é diretamente proporcional ao
quadrado da distancia de P ao vértice oposto a hipotenusa.
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