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Calculo HI-A — Médulo 3 = Tutor

Exercicio 1: Calcule a massa total M, o centro da massa (Z,y) de uma lamina triangular, com
vértices (0,0), (1,0) e (0,2) se a fungdo densidade é 0(z,y) = 1 + 3z + .

Solucao: O esbogo da lamina D estd representado na figura que se segue.

A

Y
(0,2)
saiemy =2—2x
D
f%—i—%:l = y=2-2z
(1,0) T

entraem y =0

Descricao de D como tipo I:

0<z<1
0<y<2—-2x

1 pr2—2zx 1 242—2x
M://a(x,y) dA:// (1432 +y) dyda::/ [y+3a:y—i—y—] dr =
0o Jo 0 2o
D
1

1
:/ [2—2x+3x(2—2x)+%]dx:/(2—2x)<1+3x+2_2x>dx:
0 0

Temos que D : { . A massa da lamina é dada por:

2
zg/ol(l—x)(2+6$+2—2x) OL%*:/01(1—35)(4—1-435)0135:4/01 (1—x2)dx:
]

O centro de massa (7, ) é tal que

Mfz//x&(a:,y)dA e My://ya(x,y)cm.

Célculo de //a: d(z,y) dA :
D
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Temos,

//a:é(x,y) dA://x(1+3x+y) dA://(x+3x2+a:y)dA:

1 2—2x 1 9422z
= / / (x + 3% + xy) dydx = / [xy + 3%y + ﬂ] dr =
o Jo 0 2 Jo

1 1
:/ [x(2—2x)+3x2(2—2x)+M] dx:/ 2(1 —x) <x+3x2+x(2_2x))da::
0 0

2 2

1 1
:/(1—x)(2x+6x2+2x—2x2)dx:/(1—x)(4x+4x2)dx:
0 0
1 1 1
:/ 4x(1—$)(1—|—x)dx:/4x(1—a:2)dx:4/ (x—x?’)dlel[x——x—} =
0 0 0 2 4 1o
1 1
“1(z-1) -1
Célculo de //y d(z,y) dA :
D

Temos,

//M(:r,y) dA://y(1+3x+y) dA:/1//02_%(y+3xy+y2)dydx:

1, 2 372-2z 1 2 2 3
. Yo Bay v - (2 —2x2) 3x(2 — 2x) (2—2x)] o
_/0[2+2+3]0 dx_/o[ S e L

! 1 3z 2-9 4 !
:/ (2—2x)2<§+§+ Sx)dng/(1—x)2(3+9x+4—4a:) dx =
0 0

1 1

:g/ (1—2x+x2)(7+5x)d9&:§/ (7—9x—3x2+5x3)dx:
0 0

2 . 9 5\ 11

Substituindo acima temos:

8 _ 8§ _ 11
371 e 3V=7%
portanto
=3 _ 1
~ 3 Y= 16"

Logo, o centro de massa é o ponto (3/8,11/16).
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Exercicio 2: A densidade em qualquer ponto de uma lamina semicircular é proporcional a distancia
do centro do circulo. Determine o centro de massa da lamina.

Solucdo: Vamos considerar a Iamina como a metade superior do disco 2% + 3% < a?.

A

Y

a

A\

Ent3o, a distancia do ponto (x,y) ao centro do disco (origem) é /x2 + y2?. Portanto, a fun¢do

densidade é:
oz, y) = kv/22 + y?

onde k > 0 é uma constante. A massa da lamina é:

M://é(x,y)dA://k:\/m(m:k//\/mdfl

Passando para coordenadas polares temos /22 +y?> = r, dA = rdrdf e D,y : { 8

Ent3o,

a ™ a 3-a 3
M:k//r-rdrdezk//Terdezk/ 7‘2/ d@d’f‘:k‘ﬂ'/ r2d7‘:k:7r[r—] —]m—a.
0 0 0 3 1o 3
DT9 D'r9

O centro de massa (7, 7) € tal que

MEz//x(S(x,y)dA ¢ My://yé(x,y)dA.

Calculo de //:1: d(z,y) dA :

D

IAIA
SR
VANIPAN
SIS

Temos que

//xa(x,y)dA:k//x\/WdA:o

pois a funcdo x+/x?+ y?> é impar na varidvel x e D tem simetria em relacdo ao eixo y.
Assim, T = 0.

Célculo de //y d(z,y) dA :
D
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Temos que

//y5(x,y)dA:k//y\/$2+y2d14:k//rsen@-r-rdrd@z
D D Dyg
a ™ a - a iqa 4
:k:/ 7‘3/ sen@d@dr:k/ | = cosd] dr:2k5/ rdr =2k 2] =
0 0 0 0 0 410 2

kra® ka*

3 77 2

Assim

<Y

logo
_ 3a

=5

Portanto, o centro de massa estd localizado no ponto (0, 3a/27).

Exercicio 3: Determine os momentos de inércia I,, I, e I do disco homogéneo D, com densidade
d(z,y) = 4, centro na origem e raio a.

Solucao: O esboco da regido D estd representado na figura que se segue.

4
<

—a

-
>

O momento de inércia I, é dado por:

[x://yQ(S(a:,y)dA:é//yZdA.

Temos x = rcosf, y =rsenf, dA = rdrdf e D,y : {

o o
ININ

. Entao,

IAINA

r<a
0 <27

2 a 4qa 2
Ix:(S//TQSGHQH'Tdee:(S/ sen29/ r3drd9:(5[r—} / sen? 6 df =
s 0 0 410 Jo

6

. @ 1 [Q— sen29}27r . omrat
42 2 Jlg 4

O momento de inércia [, é dado por:

[y://gc2 d(z,y) dA:5//x2 dA:(S//T200529~rdrd9:
D D Dy

27 a 4 . 27 4
:6/ 00529/ rs 0[7“0[(9:6i-1 [Q—FSQH%] _ oma
0 0 4 2 2 0 4
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Como Iy = I, + I, entdo:

Exercicio 4: Uma lamina delgada tem a forma da regidao D, que é interior a circunferéncia
(r — 2)* + y* = 4 e exterior & circunferéncia 2 + y*> = 4. Calcule a massa da |dmina se a
densidade ¢ dada por §(z,y, 2) = (22 +y2) /2.

Solucdo: De (v —2)2+3y? =4 ou 22 +y? = 4z e 22 + 3> = 4 temos 4z = 4 portanto z = 1. Logo,
(1, —\/5) e (1, \/3) sao as intersecoes. Assim, o esboco da lamina D esta representado na figura
que se segue.

Y
S y=\3a
V3
= tga=V3 = a=1/3
1o P
1 2 4 x
-3
\\\ y:—\/ggj

A massa da lamina D é dada por:

M://é(x,y)dA:// (2% + %) ?dA.

Passando para coordenadas polares temos 22 + y? = r% e dA = r drd®.
Descricao de D em coordenadas polares:

Efetuando uma “varredura” em D, no sentido anti-hordrio, a partir da reta y = —+/3z, onde
0 = —7/3 até a reta y = v/3z, onde § = /3, vemos que 6 varia de —7/3 até 7/3. Transformando
as equacdes das circunferéncias para coordenadas polares temos,

224+yt=4 = r’=4 = r=2

> +y?=4r = r?=4rcosb T§>O r =4cosf
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— <fh<
Entdo 2 < r < 4cosb, isto é, D,y é dado por D, : { W/32_<€=_<Z/cisg . Assim,

40050 _1/9 40059
M = / / 2 drdd = / / -rdrdf =
—7/3 —7/3

w/3
= (40059—2)d9— [48&19—29] =

—7/3 /3

- (13 %) - (b () -2() -
(£-5)-(+9) -

_ 43 2  4V3  2m 4
_T__+_—?_§(3\/§—7r)u.m.

Exercicio 5: Uma placa fina estd limitada pela circunferéncia 2* +y* = a* e tem densidade §(z,y) =

2 .. , In2
= % _ Mostre que o seu momento de inércia polar é dado por: Iy = Ma < - ) onde
a? + 22 + y? In2

M é a sua massa.

Solucao: O esboco da placa D esta representado na figura que se segue.

A

Y

A massa M da placa é dada por:

M = // (x,y)dA = //a2+x2+y dA

Passando para coordenadas polares teremos 2% + y? = r?, dA = rdrdf e D,g, que é a descricio de
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0<6<2r

0<r<a

a 2T
M = // rdrd@-a / %/ dOdr =
0o @+ Jo

= 27;a2 /a a22+ er—ﬂa [ln (a2+r2)}g:
0

= 7a’ (ln (a2 + az) —In az) = ma? (ln (2@2) —In aQ) =

D nessas coordenadas é D,y : { . Ent3o,

=7a’(In2+ Ina® —Ina?) = 7a®In2 u.m.

O momento de inércia polar é dado por:

7ty

Iy = // z? +y §(z,y)dA = a® //a2+x2+y dA =
i a® + 22 + 4% — a? B
_a// a? 4 22 + y? A=

D
I a?+a2®+y* a? ) B
- //<a2+x2+y2 a? + 22 + y? A=

D
_ 2 _ a’ ) _
- //(1 a? + 22 + y? a4

D

a’® _ 2 _ _
D D

=a?(ma® —7a®’In2) = wa* (1 —In2) =

- 4 1—11’12) .
=Tma ln2< 03 =

2 2 1—11’12) - 2 <1—1n2>
=a” (ma 1n2)< — ) = Ma®

como queriamos mostrar.

Exercicio 6: Uma lamina tem a forma semicircular 22 4+ 32 < a?, com y > 0. A densidade é
diretamente proporcional a distancia do eixo x. Ache o momento de inércia em relacdo ao eixo .

Solucao: O esboco da lamina D estd representado na figura que se segue.
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A

y=vaZ—z2 Y
] e
|
/ D
—a S a ZL‘=
y=0

Por hipdtese, temos que a densidade em (z,y) é 6(x,y) = ky. O momento de inércia em relagdo ao
eixo x é dado por:

I, = //y2 d(z,y) dedy = //gf(k;y) dxdy = k//y3 dzdy
D D D

—a < x<
onde D, como tipo |, é dado pelas desigualdades D : { C(L] ; z ; C\L/m . Ent3o,

a VaZ—z2 a Va2z—x2
LUZkJ/ / y3dydx:k/ [y;] dxz%/ (a2—a:2)2dx:
—a JO0 —a

0 —a

_k 4 5.2 2 4 _5[4_ o
—4/a(a 2ax+a:)da:— a*x 3 +5

k 15a° —10a° +3a® _ 4ka®

2 15 15

Exercicio 7: Uma |lamina tem a forma de um tridngulo retangulo isdsceles, com lados iguais de
comprimento a. Ache a massa, se a densidade em um ponto P é diretamente proporcional ao

quadrado da distancia de P ao vértice oposto a hipotenusa.

Solucao: E conveniente considerar o sistema de eixos coordenados, passando pelos catetos com o
vértice na origem.

A

fsai emy=a—=x

f§+%:1é:ﬂ+y:a

a T

entraem y =0
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2

Por hipétese, a densidade em (z,y) é §(z,y) = k <\/x2 +y2> =k (z* +y?) onde k > 0 é uma

constante. Como M = //6($, y) dA, entdo M = k:// (x* +y?) dA, onde D, como tipo |, é dada
D D

0<z<a
porD'{Ogyga—x . Logo,

B a pra—c ) ) B a ) y_3a_g3 B a 2 (a_x)B B
M—k/o/o (z +y)dydx—k/0 [a:y%—g}o dx—k/o [x(a x) + 3 }dx—

a 3 9.2 2 .3 a
k/ [an—x3+a 3aa:—z|))—3ax x}dng/ (6ax2—4x3+&3—3a2x)dx:
0 0

:§[2ax3—x4+a3x— :—<2a4—a4+a4—

sty _ b
: _

— u.m.
2

3a2x2] @ k
0 6
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