o

Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Matematica Aplicada
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3 1 p/I=22
Exercicio 1: Calcule a integral iterada / / / ze? dxdzdy.
0o Jo Jo
Solucao: Temos,
3 1 pV/I-22 3 1 3 1 12
/ / / ze¥ dxdzdy = / ze¥\V1 — 22 dzdy = / ey/ (1 — z2) zdzdy =
0o Jo Jo 0o Jo 0 0

3 1

1 3 ! oy 1/2 1 2 24\3/2 .
__5/0 ey/o (1—2%) (—22)dzdy-—§/0 eyg[(l—z) }Ody—
3

:_%/O ey(O—l)dyzé[eyr:%(@g—l)-

0

Exercicio 2: Calcule /// e dxdydz, onde W éoconjunto0 <z <1,0<y<zel<z<I1.
W

Solucao: Temos

1
/// e” drdydz = // e’”g/ dzdxdy = // e’”dedy
0

1% Day Doy

<zr<1l , .
onde D, : { 8 < ;C < . €@ projecao de W sobre o plano xy.

Ent3o,
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Exercicio 3: Escreva as seis integrais triplas iteradas para o volume do sélido W limitado pelos
planosy + 2z =1,y =x, x =0 e z = 0. Calcule uma das integrais.

Solucao:
Esbogo do sdlido W :

Esbogando os planos y + z = 1 e y = x, vemos que A = (0,0,1) e B = (1,1,0) sdo comuns aos
dois planos. Entao, ligando-os temos a reta intersecdo. Considerando que W é também limitado
pelos planos x = 0 e z = 0, temos o esbo¢co de W na figura que se segue.

plano z =0

plano y =z
NS
; planoy+ 2z =1

Temos,

Limites de integracdo nas ordens dzdxdy e dzdydx:

Projetando o sélido W sobre o plano xy, encontramos o triangulo D,,,.
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A A A
Y y=1 Yy saiemy=1 Yy
1 1 1
D
=01 p 2 entra em z =0 e
N Ty -
y=x Dy, /len/traemy:x \\/ wemm:y
.Z'V x' LZ'V

J0<x<1 . J0<x<y )
Temosny.{xSySl (tipo 1) ou D‘”y‘{OSygl (tipo II).

A reta que passa por (z,y) € D,, e é paralela ao eixo z entra em W em z = 0 e sai de W em
z=1—y. Entdo, 0 <2 <1 —y.

saiemz=1—-y

entraem z =10

(z,9)

Logo,

Portanto:

a) V(W) = /Ol/xl/oly dzdydx
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b) V(W) = /Ol/oy/oly dzdzdy

Limites de integracdo nas ordens dxdydz e dxdzdy:

Projetando o sélido 11 sobre o plano yz encontramos o triangulo D, .

entraemz =0

1
saiemzx =y

T
A A
z z

A oo 1
1 /ijmz_l Y 1 saiemy=1-z
1Dy, y+z=1 -
entraem y =20 Dy
1y 1y

entraem z=10

0<y<l1 : 0<2<1 .
TemosDyzz{Ozgzl_y (tlpol)ouDyzz{Ozyzl_Z (tipo II).

A reta que passa por (y,z) € D,, e é paralela ao eixo x entra em W em z = 0 e sai de W em
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r =1y. Entao, 0 < x <y. Logo,

V(W) = // /Oy dadydz .

Dy

Portanto:

&) V(W) = /0 1 /0 o /0 Cdrd=dy  d) V(W) = /0 1 /0 - /0  dwdydz

Limites de integracdo nas ordens dydzdx e dydxdz

Projetando o sélido W sobre o plano xz, temos o tridngulo D,,.

1 A saiemz=1—=z 1

/\j saiemz=1-—2

r+z=1

\

entraemz =0 D,

entraem z =10

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 4 — Tutor 6

0<xr<l1 ) ) 0<2<1 )
Temost.{nggl_z (tlpOI)OUD“’{OSxSl—z (tipo II).

A reta que passa por (z,z) € D,, e é paralela ao eixo y entra em W em y = x e sai de W em

y=1—2z Entdo, z <y <1-— 2z Logo,
1—2
= /// dydzdz .

D:Ez

Portanto:

1 pl—z pl-z 1 pl—z pl—z
= / / / dydzdx fyv(w) = / / / dydxdz
0 JO T 0 JO T

Usemos o item (a) para calcular o volume de W.

///1ydzdydx—// 1—ydydx_/ [y_y;}ldx:
:/0 (-G [ Gre5)m-[-5+3]-

Exercicio 4: Esboce o sélido W cujo volume é dado pela integral iterada

1 pl 1—y?
1= / / / dzdydx
0 JyzJo

e reescreva na ordem dxdydz.

Solucao: Temos,

I= /VZ / drdyd:

<zx<
onde W = {(z,y, 2) € R (a:,y)ery,nggl—yQ}ery:{ \/%2221 é a projecio de

W sobre o plano xy.
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y=1
S

1 X

De 0 < z <1 — y? vemos que W é limitado superiormente pelo cilindro parabdlico z = 1 — 32 e
inferiormente pelo plano z = 0. Assim o esbo¢o de W esta representado na figura que se segue.

cilindroy = /x

]

A

cilindro parabélico z = 1 — 32

A planoz =0

Para expressar a integral | na ordem dxdydz, devemos projetar W sobre o plano yz. Temos que

0<2<1

0<y<+vl—-=z~

Dyz:{

UFF
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Calculo llI-A Méodulo 4 — Tutor 8

z

1

. 2 entraemy =0 saiemy =+1—z
saiemz =y

T

Além disso, a reta que passa por (y, z) € D, e é paralela ao eixo x entra em W em z = 0 e sai de
W em x = y?. Logo, 0 < 2 < y*. Ento,

y2 1 \/ITZ y2
I = /// dxdydz:/ / / dxdydz .
g 0 0o Jo 0

Exercicio 5: Use a integral tripla para encontrar o volume do sélido

a) W limitado pelo cilindro z = y? e os planos z =0 e x + z = 1;

b) W limitado pelos planos z +y =8, z—y=8, =0,z =4e 2 =0.

Solucao:

a) Esbogando o cilindro = y* e o plano z + z = 1, vemos que A = (1,—1,0), B = (0,0,1) e
C' = (1,1,0) sdo comuns. Ligando-os temos a curva interse¢do. Considerando que W é também
limitado pelo plano z = 0, temos o esboco de W e sua projecdo D sobre o plano zy representados
na figura que se segue.
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Calculo llI-A Méodulo 4 — Tutor 9

saiemz =1

planox +z =1 B|1

cilindro x = 3?2

entraem z =10

-1 <y <
Temos W = {(z,y,2) €R?* (v,y) €D e 0<z<1—2a} e D,y : { y%zy—l . Portanto

<zx<l1
V(W):///dV:///Ol_xdzdxdy://(1—x)dxdy:

Doy

[ [o-nam= [ 5] [ (2) - (- )]

temos:

15—-10+3 8
=2 ——— = —uv.
30 15

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 4 — Tutor 10

b) O esbogo do sélido W estd representado na figura que se segue.

plano z —y =8

N plano z +y =8

0<zr<4
0<2<8
(x,z) € D e é paralela ao eixo y entraem W em y = z —8 e sai de W em y = 8 — 2. Entdo
z—8 <y <8 — 2. Portanto temos:

V(W):///dV:///::dydxdz://(8—z—z+8)dxdz:

D:Ez

:2//(8—z)dxdz:2/04/08(8—z)dzdx:2/04 [&—%jda«:

D.rz

Projetando W sobre o plano xz temos o retangulo D, : A reta que passa por

4 4
:2/ (64—32)dx:2~32/ do =64 -4 = 256 u.v.
0 0

Exercicio 6: Calcule a massa do sélido W no primeiro octante limitado por y = 2%, y = 9, z = 0,
x=0ey+ z=09 se adensidade é dada por §(z,y,2) = x.

Solugdo: Esbocando o cilindro y = 22 e o plano y + z = 9 vemos que A = (3,9,0) e B = (0,0,9)
sao pontos comuns. Ligando-os temos a curva intersecdo. Considerando que W é limitado pelos
planos x = 0 e z = 0, temos o esboco de WW e a sua projecao D sobre o plano xy na figura que se
segue.
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Calculo llI-A Méodulo 4 — Tutor 11

z
Yy saiemy =29
9
{ )
A
cilindroy = 22 |\
N D

saiemz=9—y

/Le/ntra emy = 22

\ planoy+2z=9

plano z =0

Y

entraem z =10

A reta que passa por (z,y) € D e é paralela ao eixo z entra em W em z = (0 e sai de W em
z=9—y. Entdo, 0 < 2 <9—y. Logo, W = {(z,y,2) €R?; (z,y) €D e 0<2<9—y} onde

0<x<3 .
ny.{ﬁgygg.AmassadeWedadapor

M:///(5(:1:,y,z)dV:///de:///Og_ywdzdxdy:
://x(g—y)dxdy:/ng/g:(g—y)dydxz/:x[9y—y_ﬂi2dx:
= [ - (- D)= [ (0 ) e

3 5 3
N 8l .3 x") . |:8]..%'2 - 9z x(’l N
_A (2 927+ 5 ) dr = | = R T] P

81-9 9.-81 36 35 243
:————"——:

Exercicio 7: Seja W um sélido limitado pelo cilindro 22 + 42 = 1, com z > 0, e pelos planos y = z
e z = 0 com func¢do densidade 6(x,y, z) = y. Calcule:

a) A massa de IV.

b) O momento de inércia em relagdo ao eixo z.

Solucao:

UFF IME - GMA
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a) Esbogando o cilindro 22 + 4% = 1, com z > 0 e o plano y = 2 vemos que A = (1,0,0),
B = (0,1,1) e C = (—1,0,0) sdo comuns as superficies. Ligando-os temos a curva interseg3o.
Considerando que W é limitado pelo plano z = 0, temos o sélido W e a sua projecao D sobre o
plano xy representados na figura que se segue.

A

saiemz=y | _~mB

entraem z=10

A reta que passa por (x,y) € D e é paralela ao eixo z entraem W em z =0 esaide W em z = y.
Logo, 0 < 2 < y. Assim, W = {(x,y,2) e R? (v,y) €D :2*+y*<1,y>0e 0< 2 <y}

Ent3o, y
M:///(S(x,y,z)dV:///ydV:/// ydzdxdy =
w W p Y
://y~ydxdy://y2dxdy.
D D
0<r<i

Passando para coordenadas polares temos y = rsen 6, dxdy = rdrdf e D, : { — — . Entao,

0<o<nr
M = //r sen Hrdrdﬁ—//r sen® 6 drdf =
:/ /ben Qdé?dr—%[é’—benze] /r dr —
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IZ:///(x2+y2)5(x,y,z)d\/:///(x2+y2) ydV =
W W
://a:—i-y /dzdxdy—//x—i—y)ydxdy—
:// -r?sen?@ - rdrdé’—//r sen? 0 drdf =
1 1
1 sen 26 5 _on [ o7
/ /be“ LEHEE ]o/ordr_5[5]o_ﬁ'

Exercicio 8: Um sélido tem a forma de um cilindro circular reto de raio de base a e altura h.
Determine o momento de inércia do sélido em relacao ao eixo de simetria, se a densidade no ponto
P é proporcional a distancia de P até a base do sélido.

b) Temos,

Solucao: Vamos escolher os eixos coordenados de tal maneira que o eixo de simetria seja o eixo z e
a base esteja no plano zy. Ent3o a equacdo da superficie cilindrica sobre o plano zy é 22 + y? = a?,
com 0 < z < h.

Entdo W = {(z,y,2) €R% (z,y) € D:a*+y*<a* e 0<z<h}. Como a densidade em
P = (x,y,z) é proporcional a distancia de P a base do sdlido W, a fun¢do densidade é
d(z,y,z) = kz, onde k é a constante de proporcionalidade.
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Portanto, o momento de inércia em relagdo ao eixo z (eixo de simetria) é:

I—///a:+y (r,y,2 dV—k///ery de—
h h
:k/// (* +v7) zdzdxdy:k// (x2+y2)/ zdzdrdy =
5 70 D 0
2 h khQ
:k//(x2+y2)[ //x—l—y dxdy .
D
Passando para coordenadas polares, temos 2% + y? = 72, dady = rdrdf e D,y : {
2
_ M // drd@-kh //r drdf —
i 3 drdf) — T g
N / / rardr =T 0 [Z}o N

 kh%a* / ﬂd@ _ kmh%a*
0

0<r<a
0<0<2r°
Logo,

8 4
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