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Calculo HI-A — Médulo 5 — Tutor

Exercicio 1: Calcule /// (22 + 4?) dV/, onde W ¢ a regido interior ao cilindro z2+14? = 1 e 3 esfera
w

4y + 22 =4

Solugdo: De 22+ y2 + 22 =4 e 22 + 42 = 1, temos 22 = 3, portanto z = +v3 e 22 + y2 = 1.
Assim, o esboco de W estd representado na figura que se segue.

entra em z = —\/4 — 22 — ¢2

Da figura vemos que

Wz{(a:,y,z); (r,y)eD x> +y*<1le —\/4—x2—y2§z§\/4—x2—y2}.

Passando para coordenadas cilindricas, temos:

2?4y’ = g2
dV = rdrdfdz

e W é descrito por
0<6<2mr

Wrgzi 0<r<i

—V4—r2<z<y4—r?



Calculo llI-A Méodulo 5 — Tutor

Logo,
Va—r2 2
/// z? +y dV /// Td?"d@dZ—/ / / dOdzdr =
7‘92
1
—27?/ / dzdr:27r/ 3 o2V4 —r2 dr.
Va—r2 0
Fazendo u = 4 — 72, teremos du = —2r dr e > = 4 — .

Para r=0 teremos u=4 . Assim,
r=1 u=3

/// (2 +y°) dV =2n /43(4 —w)u'? (—du) = —2r /43 (4u!/? — u¥/2) du =

! 2 2 4
= 27?/ (4u1/2 — u3/2) du = 27 [4- §u3/2 — —u5/2] =
3 3

)
ae (5 - 2m) - (v 2] -

Exercicio 2: Calcule ///\/az:2 +42dV, onde W é a regido limitada por z = 22 + > —4d e 2z =
w

4 — g% — g2

Solucdo: De z = 22 +y?> —4 e z = 4 — 2% — y?, temos 222 + 2y = 8, portanto 2> +y> =4 e
2z = 0. O que significa que a intersecio ocorre no plano z = 0 segundo a circunferéncia 22 + y? = 4.

Assim, o esboco de W esta representado na figura que se segue.
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saiem z =4 — 22 — g2

entraem z =22 + 9% — 4

Da figura, vemos que

W={(z,y,2); (ry)€D:a”+y’ <dea’+y’—4<z<4-2"—y*}.

Vamos calcular a integral usando coordenadas cilindricas. Temos

A

dV = rdrdfdz

0<6<2r
com (r,0,z) € W,p,, onde Wy, é dado por 0<r<2 . Dessa forma,
r2—4<z<4—7r?

2 4-—r2 2m
///\/a:2+y2dV:///r-rdrdez:/7‘2/ / dfdzdr =
e - 0 r2—4 JO

réz

2 4—r2 2 2
:27r/ 7"2/ dzdr:27r/ r2(4—7"2—7"2+4)d7":47r/ (47"2—7"4)0[7“:
0 r2—4 0 0
473 r5}2 [32 32] 256
oy 47T _— _—
0

:4”[7‘3 5 "5 B

Exercicio 3: Use a integral tripla para calcular o volume do sélido ¥ acima do paraboloide z = 221>

e abaixo do cone z = /a2 + 32

Solucdo: De z = 2 + y? e z = /a2 +y? (ou 22 = 22 + y?) temos 2% = z ou 22 — z = 0 ou
z(z —1) = 0 portanto z = 0 ou z = 1. Logo, as superficies se interceptam em (0,0,0) e também
no plano z = 1, segundo a circunferéncia 22 + y?> = 1. Com isso, o esboco do sélido W estd
representado na figura que se segue.
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s
i

¢ saiem z = /a2 + 92

1
1
f
e
e
i
L

i .;x'“.
i Mra em z = x2 4 ¢?
‘

Y

Da figura vemos que

W:{(x,y,z); (x,y)6D:x2+y2§1ex2+y2§z§\/a:2—|—y2}.

Temos por integral tripla que V(W) = // dV'. Vamos calcular a integral utilizando coordenadas
w

cilindricas. Temos,

r =rcosf

y = rsent

z2=2z

drxdydz = dV = rdr df dz
0<60<2m

com (r,0,2) € Wyp,, onde Wy, é dado por ¢ 0<r <1 . Logo, o volume sera:

r?<z<r

1 r 21 1 r

V(W) = //7" drd@dz:/ r/ / d@dzdrz%r/ r/ dzdr =
0 r2 JO 0 r2

W’r‘92

! 2 ! 2 3 r3 7”41 1 1 s
—27r/0 r(r—r)dr—%r/o (r —r)dr—%r[?—z]o—%r@—z)—Eu.v.

Exercicio 4: Calcule /// (22 4+ y* + 2%)dV, sendo W a regido limitada superiormente pela esfera
w
22 + 9% + 22 = 16 e inferiormente pelo cone z = /a2 + 92 .

Solugdo: De 2 + y? + z* = 16 e z = /2% + y? (ou 2% = 2* + y?), temos 2 (z* + y*) = 16 ou
22+ 1y2 =8ez = 2v2. Logo, a intersecio é uma circunferéncia contida no plano z = 2v/2 de

centro <0, 0, 2\/5) e raio 2v/2. Assim, o esboco de W esta representado na figura que se segue.
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entraem p =0

Vamos passar para coordenadas esféricas:

r = psen¢cosb
y = psengsent
zZ = pcoso

av =

p?sen ¢ dpdpdf
Py +2t = p?

Descricdo de W em coordenadas esféricas:

Como a projecio de W no plano zy é o disco D : 22 + y? < 8, entdo 0 < § < 2m. Por um ponto
P no interior de W consideramos a semirreta OP. Vemos que ela entra na origem onde p =0 e
sai de TV em um ponto da esfera 22 + y* + z? = 16, onde p = 4. Logo, 0 < p < 4. Finalmente,
efetuando uma “varredura” no sélido W a partir do eixo z positivo onde ¢ = 0, vemos que esta

varredura finaliza na parede do cone z = \/x? + 32, onde ¢ = %. Assim, 0 < ¢ < g. Portanto, a
descricdo de W em coordenadas esféricas é:
0<6<2m
Wopo = 0<p<4
0<¢<7
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/// (x2+y2+22>dvz/// (0%) p*sen ¢ dpdedf =

Woge

w/4 4 2r w/4 4
:/ sen ¢ p4/ depdqszﬁ/ sengzb/ pt dpdo =
0 0 0 0 0
4 pm/4

=27 [p_s}o/o senqbdgzﬁ:z:%[—cosgbrﬂl:

Assim,

5 0
-2 (- g)-%e-v
Exercicio 5: Calcule o volume do sélido W que estd dentro da esfera x? + y? + 2% = 4, acima do
plano z = 0 e abaixo do cone z = v _ng .
Solugdo: De 22 + ¢y + 22 =4 ez = x2—;y2 <ou 2% = x2_§y2) temos % + y* + % =4 ou

4 (z% +y*) = 12, portanto 2* + y* = 3 e z = 1. Logo, a intersecdo é a circunferéncia 2% + y? = 3
contida no plano z = 1. Assim, o esboco de W estd representado na figura que se segue.

Descricao de W em coordenadas esféricas:
Como a projecio de W sobre o plano zy € o disco D : 2% + y? < 4, entdo 0 < 0§ < 27.

Considerando uma semirreta pela origem, no interior de W, vemos que ela entra em W na origem,
onde p = 0 e sai de W em um ponto da esfera 22 + y> + 2% = 4, onde p = 2. Logo, 0 < p < 2.
Temos
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2 2
z:,/%:%\/:ﬁw? = pCOSd):%\/pQSenQd) =

= pcosop = %psen¢ = tgp=+3 = ¢:g.
Efetuando uma ‘“varredura” em W, ela comega na parede do cone, onde ¢ = 7/3 e termina no plano
z =0, onde ¢ = 7/2. Logo, 7/3 < ¢ < /2. Assim, temos

0<o0<2r
Wp¢9 0<p<2
T/3< ¢ <T7/2
Temos,
2 w/2 2r
V(W):/// de///pQSenqb dpd¢d0=/ p2/ send)/ dododp =
0 /3 0
w Wooe

2 /2 2
= 27r/ p2/ sen ¢ dodp = 27r/ p° [~ cos ¢]:?§ dp = 2m (1 — O) [p—} — 5 v
0 /3 0 2 3o 3

Exercicio 6: Faca o esboco do sélido W cujo volume é dado pela integral
w/3 p2m psece
/ / / p*sen ¢ dpdfdo
o Jo Jo

Solucao: Essa integral iterada é uma integral tripla sobre a regido W descrita em coordenadas
esféricas por:

e calcule essa integral.

Wogo : {(p,¢,0); 0<dp<m/3,0<0<2m,0<p<seco}.
Das coordenadas esféricas temos 2z = pcos ¢, 2% + 4y = p?sen? ¢ e dV = p?sen ¢ dpdodh. Logo,

d):g = tgo =3 = izr;¢:\/§:>sen¢:\/§cos¢:>

= psen¢ =/3pcosp = 12+ =32 = 2= IQ;:yQ (cone)

e, também,

p=secop = p= @ =1 = z=1 (plano horizontal)

. 3L JETI. . . 2 2 .
Assim, o sélido W é limitado inferiormente pelo cone z = /= ;ry e superiormente pelo plano z = 1

e sua projecio no plano zy é o disco D : % + y? < (\/3)2
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Temos entdo que:

/ﬂ/3/27r/sec¢’p sen ¢ dpdfdgp = ///p sen ¢ dpdgbd&—///dv_

p¢9

= volume do cone W = %(érea da base) x altura = %’/T(\/g)Q =

Exercicio 7: Verificar que o centro de massa de uma esfera de raio 1 coincide com o seu centro,
sabendo-se que a sua distribuicao de massa é homogénea.

Solucao: Vamos escolher os eixos coordenados de forma que a origem seja o centro da esfera de
raio 1. Logo, o sélido W ¢ limitado pela superficie 2% + % + 2% = 1.

Como a distribuicdo de massa é homogénea, entdo o centro de massa (7,7, %z) é dado por:

x—///de VW y—///deeV z-///de
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onde V(W) = % 13 = %W.

Passando para coordenadas esféricas, temos = = psen¢cost, y = psen¢senf, z = pcoso,
dV = p*sen ¢ dpdpdf e W, : 0< p<1,0<¢ <7,0<6<2r. Entdo

/Vg/x dv = ///(psengzﬁc()sg)p?senqb dpddd —

Wogo

™ 1 2w
:/sen2¢/ p3/ cos@ df dpdp = 0
0 0 0
=0
™ 1 2w
///de:/ sen2¢/ p3/ senf db dpd¢p = 0
g 0 0 0 -~
1 2w T
///z dV:///(pcosng)stengzﬁ dpdngdQ:/ p3/ / cos ¢ sen ¢ dopdfdp
0 o Jo
w

Wogo
1 21 2 T
:/ p3/ [Ser; ﬂ dfdp = 0.
0 0 0,
=0

Entdo, (7,7,%) = (0,0,0), centro da esfera.

Exercicio 8: Calcule o momento de inércia em relacio ao eixo 2 do sélido limitado por z = 4—22 —1?
e z = 0, sabendo que a densidade em um ponto é proporcional a distancia de P ao plano xy.

Solucado: O esboco de W esta representado na figura que se segue.
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10

Temos I, = /// (* +v?) 6(x,y,2) dV, onde 6(z,y, z) = k|z| = kz pois z > 0. Logo,
W

Izzk///(x2+y2)zdv.

Passando para coordenadas cilindricas, temos

I, =k // (7‘22) r drdfdz = k;/// r3z drdfdz
W,

Wiro- r0z

onde W,y é dado por:
0<r<2
W, 0<0<27r
0<z<4—1¢2

Logo,
2 4—r2 2 2 o~ 4—r2
L=k[ / 2 / dfdz=dr = 2k / 3 [Z_} dr =
0 0 0 0 2 1o
2 2
:/m/ 3 (16—8r2+r4)d7‘:k;7r/ (167‘3—8r5+r7)d7‘:
0 0
_ g A fr_ <.4_4'26 2_8)_
—lm[4r Tty = k(42 —t3)=
oo (124 1) s 2
2k7r<1 3—1—2 2°km G 3k7r
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