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Calculo HI-A — Médulo 6 — Tutor

Exercicio 1: Apresente uma parametrizagdo diferencidvel para as seguintes curvas planas:

a) C é o segmento de (1,2) a (—2,8).

b) C' é a parte da pardbola y = 322 de (—1,3) a (2,12).
c) C é o gréfico de y*> = x de (0,0) a (1,1).

d) C é a elipse 322 + 8y? = 24.

e) C é o gréfico de 22/3 + %3 = 1.

f) C é o arco de circunferéncia 22 +y? =4, comz > 0.
)
)

g) C éacurva 222 +2y? — 62 + 4y — 16 = 0.

h) C é a curva 1622 + 9y% + 64z — 18y — 71 = 0.

Solucao:
a) Uma parametrizagdo do segmento de reta que liga o ponto A ao ponto B é:
T{H)=A+t(B—A), com0<t<1.
Considerando A = (1,2) e B = (—2,8), temos
) =(1,2)+t((=2,8) — (1,2)) = (1,2) + t(—3,6) = (1 = 3t,2+6t), com 0<t<1.
b) Se fizermos o pardmetro ser ¢ = x, ent3o temos as equagdes © = t, y = 3t*, com —1 <t < 2.
Entdo, uma parametrizacdo de C' é dada por:
T(t) = (t,3t%) , com —1<t<2.
c) Se fizermos o pardmetro ser t = y, temos as equagdes = = t3ey =1t com0<t<1. Entio,
uma parametrizacao de C' é dada por:

T(t) = (*t), com 0<t<1.

2 2
d) Temos que 3z% + 8y* = 24, se, e somente se, % + % =1 (elipse de centro (0,0) com semieixos

a:2\/§eb:\/§).
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2 2
Lembrando que uma parametrizacao da elipse % + ZZ—2 = 1, no sentido anti-horario é dada por

T (t) = (acost,bsent), com 0 <t < 27, entdo uma parametrizacio de C' é dada por:

?(t) = <2\/§cost,\/§sent> , com 0<t<2r.

e) Fazendo u = 2'/% e v = y'/3 e substituindo em %3 + 4?/3> = 1 obtemos u® + v?> = 1, que
é uma circunferéncia, no plano wv, de centro (0,0) e raio 1. Logo, u = cost e v = sent, com
0 < t < 2m. Voltando para as varidveis originais, temos z'/3 = cost, y'/3 = sent, 0 < t < 2,
portanto & = cos®t, y = sen®t, com 0 < t < 27. Assim, uma parametrizacio diferencidvel de C' é
dada por:

7(15) = (cos3t,sen3t) , com 0<t<2m.

f) O esbogo de C' esta representado na figura que se segue.

Y

Temos © = 2cost, y = 2sent. Como x > 0 entdo 2cost > 0, portanto —7w/2 < t < 7/2. Logo,
uma parametrizacao diferencidvel de C' no sentido anti-horario é dada por:

T (t) = (2cost,2sent) , com —7w/2<t<7w/2.

g) Completando quadrados em 222 + 2y* — 62 + 4y — 16 = 0 temos:
202 — 6+ 22 +4y=16 < 2> -3 +y*+2y=8 &
& x2—3x+%+y2+2y+1:8+%+1 &

2
& <:c—;) +(y+1)2:%

3vV5

p . A 3 .
que é uma circunferéncia de centro 3 —1) e raio -

Entdo, uma parametrizacdo diferenciavel de C' é dada por:

() = (gjt#cost,—ljt#sent) , com 0<t<2r.
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h) Completando quadrados em 162% + 9y + 64z — 18y — 71 = 0, temos
16 (2?2 +42)+9(y* —2y) =71 <

S 6@ +4r+4)+9(W*—2y+1)=T1+64+9 &

2 2 16 . 2
(@427  (y—1)?2 _
< 9 16 =1

que é uma elipse de centro (—2, 1) e semieixos a =3 e b = 4.

Entdo, uma parametrizacdo de C' é dada por:

T(t) = (=24 3cost,1+4sent) , com 0<t<2r.

Exercicio 2: Apresente uma parametrizacio diferencidvel para a curva C em R3?, intersecio das
superficies dadas por

a) 2+ yf=ley+z=2.

b) 2% + y? = 4 e 2? + 2* = 4, situada no primeiro octante.
c) 422+ 9y =36ex+2z=1.
e) #*+y?>=2%,2>0exz=y*doponto (0,0,0) a (1,1,v2).
z= 2,2>0e2r+32=06de (3,1,0) a (3,—1,0).

z=31>+y?’ e z+ 62 =09.

)
)
)
d) 22 +y*+22=4dex+y=1.
)
)
g)
)

h) (z =1 +y*=1lex*+y*+2° =4, com z > 0.

Solucao:

a) A curva C é a intersecdo do cilindro #? + y* = 1 com o plano y + z = 2, cujo esboco estd na
figura que se segue:
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Como a projecido de C sobre o plano xy é a circunferéncia 22 +y? = 1, entdo 2 = cost e y = sent,
com (0 <t <2m. Comoy+z=2entdo z=2—y =2—sent. Assim, uma parametrizacdo de C é
dada por:

7(15) = (cost,sent,2 —sent), com 0 <t <2r.

Observe que com esta parametrizagcdo C estd orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

b) A curva C é a intersegdo, no primeiro octante, dos cilindros 22 + 4> = 4 e 2% + 2% = 4, cujo
esboco esta representado na figura que se segue.

~
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~
~
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|
|

— = —

A projecdo de C sobre o plano zy é o arco da circunferéncia 2% + 42 =4 com z > 0 e y > 0. Logo,
x=2costey=2sent. Comox >0ey >0, entdo 0 <t < 7/2. Como 22+ 22 =4, com z > 0,
entao:

z=V4—22 =4 —4cos’t = Vdsen?t = 2 |sent| = 2sent

pois 0 <t < 7/2.
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Assim, uma parametrizacao de C' é dada por:

T(t) = (2cost,2sent,2sent) , com 0<t<mw/2.

2 2
c) A projecio de C' sobre o plano zy é a elipse 42% +9y? = 36 ou % + yz =1,ondea=3eb=2.
Entdo, z = 3cost e y = 2sent, com 0 <t <27. Como z=1—x entdo z = 1 — 3cost e, assim,
uma parametrizacao de C' é dada por:

T(t) = (3cost,2sent,1 —3cost), com 0<t<2r.

d) Temos,
Pty +22=252+y=1 & 22+ (1-2)?2+22=25 &

S 241 -20+422422=25 & 22— +:2=24 &

& 2@ —n)+22=24 & 2(95 —a:+4)+22:24+% &

> > nTEm
4 2
1 2
. . : (x_§) 22 7 V2
Assim, a projecao de C sobre o plano xz é a elipse 19 + 15 = 1 coma= 3 b= - Logo,
n 2
:——l——costeZ—isent 0<t< 27,

Comozr+y=1lentioy=1—-ax=1— (% + gcos t) = % — g cost. Portanto, uma parametrizacao
de C' é dada por:

?(t): (—+gcost,%—gcost,77\/§sent) , com 0<t<2r7

e) Se fizermos o pardmetro ser t = y, entdo temos as equagdes x = t?ey=1t com0<t<I.
Como 22 + y? = 22, com z > 0, ent3o:

p= =V =22+ 1) = VR 1=tV + ]
pois 0 <t < 1.

Entdo, uma parametrizacdo diferencidvel de C' é dada por:

T(t) = <t2,t,t\/t2+1> , com 0<t<1.

f) O esbogo de C' esta representado na figura que se segue.
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Se fizermos o parametro ser t = —1 temos as equacdes y = —t e z = 1 —t?, com —1 <t < 1.
Como 2x + 3z = 6, entdo x = 6 _23Z _ 6 —32+ 32 3+23t2. Logo, uma parametrizagdo de C' é
dada por:

?(t):<3+23t2,—t,1—t2> Ccom —1<t<1.
g) Temos,

2=324+1y’ e 24+62=9 & 32 +¢y*=9—62 &
& 3P +6r+1y =9 & 3(@*+20)+y* =9 &

& 3@ +22+1)+y?=9+3 & 3x+1)P2+y =12 &

2 2
(szl) +31/_2:10ndea:2,b:2\/§eocentro

é (—1,0). Logo, z = —1 +2cost ey = 2v/3sent, com 0 < t < 27. Como z = 9 — 62 ent3o
z2=9—6(—1+2cost) = 15— 12cost. Assim, uma parametriza¢do de C' é dada por:

Logo, a projecao de C' sobre o plano zy é a elipse

?(t) = <—1—|—2008t,2\/§sent,15—1200815) , com 0<t<2r.

h) A projecdo de C sobre o plano zy é a circunferéncia (x—1)*>+y? =1 ( ou 2% + y* = 2z). Logo,
r=1+costey=sent, com(0 <t <2r. Como x2+y2+22 =4, com z > 0, entao:

z=\/4—a2—y2 =420 =/4—2(1 +cost) =+/4—2—2cost =+/2 —2cost =
=+/2(1 —cost) = \/Q-QSeHQEZ \/4sen2£ :2}sen2’ = 2sen t
2 2 2 2

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 6 — Tutor 7

pois 0 < ¢ < 27 portanto 0 < t/2 <.

Entdo, uma parametrizacdo de C' é dada por:

?(t): <1+cost,sent,236n%> , com 0<t<2r.

e -
Exercicio 3: Calcule /(a:y + 4y + 2) ds ao longo da curva 7 (t) = 2ti +tj + (2 -2k,

C
com (0 <t<1.

Solugdo: Temos 77(15) = (2,1,-2), portanto || 7 (¢)|| = VA+ 1 +4 =

entdo ds = 3 dt. Ent3o,

I 1|t

1 1
/(:cy+y+z)ds:/ (2t2+t+2—2t)3dt:3/ (2t —t+2)dt =
0 0
c

23 42 ! 2 1 13
=3[ -5+ =3(3-3+2) =%

Exercicio 4: Calcule / (z 4+ V4y) ds, onde C é o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
c

Solucao: O esbogo de (' esta representado na figura que se segue.

Y

1
Cs
z+y=1

Cs

c, 1 7

A curva C' é a regido das curvas C, C5 e (3. Logo,

/(x—i—ll\/@)ds:/(x+4\/§)ds+/(x+4\/§)ds+/(x+4\/§)ds

C Ch Co CS

%
Uma parametrizagio de C) é 7 (t) = (£,0), com ¢t € [0,1]. Logo, 7/(t) = (1,0), portanto
ds = H?(t)” dt = dt. Portanto:

/(x+4\/§)d3:/01 <t+4\/6>dt:/0 tdt = [t;]::%

C1
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Uma parametrizacdo de C é ?(t) =(1—1t,t),com0<t<1. Logo, 77(t) = (—1,1), e portanto
ds = H?(t)” dt = /2 dt. Assim,

/(a:—i—ll\/@)ds:/ol (1—t+4\/1_5)\/idt:\/ﬁ{t—§+4.2t;/1
Ca

—f(l——+ ) 19v2

6

1

0

Uma parametrizacdo de C5 é 7 (t) = (0,1 —t), com 0 < ¢ < 1. Logo, 7(1&) = (0,—1), e portanto
ds = H?(t)“dt: dt. Portanto:

/($+4\/§) ds = / (0+4(1 —t)V?) dt = —4- g [(1- 1)) =

C: 3 CS

8
—5(0—1)——
Logo,

/(:c+4f) % %-ngl—(?(l—}‘\/ﬁ).

C

Exercicio 5: Calcule a integral /(x2+y2) ds, onde C' é a quarta parte da circunferéncia
c
2% +y? + 22 = 4, y = x, situada no primeiro octante.

Solucao: Temos,
22+t +22=4, ey=x, com z,y,2>0 &

& 222422 =4, com2,2>0 &

z? 22

7—1— =1, comz,22>0.

RN ol
4

2 2
Logo, a projecao de C no plano xz é o arco da elipse %+% =1,comz,z>0. Assim z = /2 cost

e z=2sent, com 0 <t <m7/2

Como y = x entdo y = v/2cost. Entdo uma parametrizacio de C' é dada por:

() = <\/§(305t,\/§cost,25ent) , com 0<t<m/2.

%
Portanto, 1’ (t) = (—v/2sent,—+v/2sent,2cost), portanto

ds = |7 ()| dt = V2sen?t + 2sen?t + 4cos? t dt = \/Asen?t + dcos?t dt = 2 dt .

Assim,

7.‘./2 71'/2
/(x2+y2) dSZ/ (20052t+28en2t)2dt:8/ cos’t dt =
0 0
c
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Exercicio 6: Calcule a integral /\/ga:yz ds, onde C' é a curva de intersecdo das superficies
c

2% +y? + 22 = 16, 2% + y? = 4, situada no primeiro octante.

Solucdo: A projecio de C sobre o plano zy é a circunferéncia 22 + > = 4. Logo, x = 2cost e
y = 2sent. Como C estd no primeiro octante, entdo z,y,z > 0. Logo, 0 < ¢t < 7/2. Como

P2 4y?+22=16, 2> 0ez?+y?> =4, entdo z = /16 — 22 — y2 = /16 — 4 = 21/3. Assim,

uma parametrizagio de C' é dada por 77(t) = (2cost,2sent,2v/3), com 0 < t < 7/2. Logo,
— —
' (t) = (—2sent,2cost,0) e ds = ’ r (t)H dt = +/4sen?t + 4cos?t dt = 2 dt. Portanto:

w/2 /2
/\/§ xyz ds = \/5/ (2cost) (2sent) (2\/§> 2 dt = 8\/5\/5/ costsent dt =
0 0
c

w/2
=12.

— 94 [senzt]

2 Jo
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