o

Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Matematica Aplicada

Calculo IHI-A — Médulo 7 — Tutor

Exercicio 1: Use a integral de linha para encontrar a drea da superficie lateral sobre a curva C' e
abaixo da superficie z = f(z,y), onde

a) C:22+y*=1,comy>0de (1,0)a (0,1) e f(z,y) = zy

b) C:y=1-2%de(1,0)a (0,1) e f(x,y) ==z

Solucao:

a) Sabemos da teoria que a drea da superficie lateral S, sobre a curva C' e abaixo do grafico de
z = f(z,y), onde f(z,y) > 0 e continua em C' é dada por A(S) = /f(x,y) ds.
c

O esbogo de C' estd representado na figura que se segue.

Y
1

1 X

Comoz > 0ey >0, entdo f(z,y) = xzy > 0 em C. Além disso, f é continua em C. Ent3o,
A(S) = /xy ds, onde C' é parametrizada por 7 (t) = (cost,sent), com 0 < t < m/2. Temos,

?(t) = (—sent, cost), portanto 77(15)” = v/sen?t + cos?t = 1 e, portanto, ds = ?(t)H dt = dt.
Assim

/2 2,2
A(S) = costsent dt = | 21 -1 ua
0 2 0 2

b) O esbogo de C estd representado na figura que se segue.
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Se fizermos o pardmetro ser t = —x, entdo temos as equacdes r = —tey = 1 —t2, com —1 < ¢t < 0.
Entdo, uma parametrizacio de C'é 7 (t) = (—t,1 — ?), com —1 < t < 0. Logo, 7(1&) =(—1,-2t),

7(15)” —V1+ 4 eds = 7(1&)“ dt = /1 + 422 dt.

portanto

Temos

0 0
/fxy ds—/wds—/ HV 1+ 4t dt = / t(1+4t2)1/2dt:

1 -1

0 0
1 o\ 1/2 2 __l.g 2\ 3/2 B
g/1(1+4t) a(i+ar) ==L 2 rae)?] =

_ _1_12 (1-5v5) = % (5v5—-1) ua.

Exercicio 2: Determine a massa de um fio com a forma da curva y = Inz, com V3 < z < /8, se
a densidade em cada ponto € igual ao quadrado da abscissa do ponto.

Solucdo: Pede-se M = /(5(:1:,3/) ds, onde §(z,y) = z% Uma parametrizacio de C é

C
%
() = (t,Int), com 3 < t < 8. Logo, 1% 1, ) comt > 0 e ’r’(t)” =
1—1—%2: t2t . Como ds—H_? Hdt entdo ds = t2+1dt Assim:
V8
M = / st_/ G t< t2+1)dt:
ot V3

" V8
%/\/5 (t2+1)1/2 d(t2+1) :%g [(t2+1)3/2] _

&

5 (9 P2) = 2 (27-8) = um.

Exercicio 3: Determine a massa de uma quarta parte da circunferéncia 22 + y?> = a?, situada no
primeiro quadrante se a densidade em cada ponto € igual a ordenada desse ponto.

Solucao: O esboco de (' esta representado na figura que se segue.
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Como a densidade em (x,y) € C é igual a ordenada y, entdo d(x,y) = y. Logo, a massa M é dada

por

M:/a(x,y)dSZ/yds

C C

onde 7 (t) = (acost,asent), com 0 <t < 7/2, é uma parametrizacio de C.

(1) =

Temos (—asent,acost), portanto Hﬁ(t)” =Va?sen?t + a2 cos? t = a.

Como ds = H?(t)” dt entdo ds = a dt. Assim:

M = / (asent)a dt = a® [~ cos t]g/Q =a* um.
0

Exercicio 4: Calcule o centro de massa do fio C' parametrizado por 7(1&) = (t,t,t), com0 <t <1,

com densidade linear §(z,y, z) = xyz.

Fw =, [ = viFTET = v

centro de massa (7,7, %) é dado por

MT=/$5(I Y, 2) ds:/x(xyz) ds:/a:Qyz ds

C

C
M?z/y5:ry, /yxyz
C

C

Solucao: Temos

zy’z ds

Q\Q

Mz = /zé(x,y,z) ds = [ z(zyz) ds= [ zyz* ds

C

A
Q\

Calculo de M

Temos

1 1
M:/é(x,y,z) ds:/xyzdsz/ t3\/§dt=\/§[§] :é u.m.
0 0

C C

Calculo de /nyz ds :
o

Temos

1 1 541
/nyzdsz/t2~t-t\/§dt:\/§/ t4dt:\/§[%} :?,

0 0 0
c

Calculo de /nyZ ds :
c

I t)Hdt =3dt. O
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Temos . .
5
/wy2zd3:\/§/ t4dt:\/§[t—] zﬁ.
0 510 5

c

Calculo de /xyz2 ds :

c

Temos ) )
/.Ty22d8:\/§/ t4dt:\/§[ﬁ] zﬁ.
J 0 510 5

Substituindo acima, vemos que o centro de massa é dado por:

(VB35 V3/5 V3/5\ (4 4 4
(# ’Z)_(ﬂ/4’\/§/4’\/§/4)_<5’5’5>'

Exercicio 5: Seja C' um fio delgado com a forma da intersecdo da superficie 22 + y% + 22 = 5,
com z > 0 com o plano x + y = 1. Calcule o momento de inércia de C' em relacdo ao eixo z, se a
densidade em cada ponto é proporcional a sua distancia ao plano zy.

Solugao: Temos que:
H+yP+22=5,2>0eaxty=1 & x2+(1—x)2+22:5,220 &
S 2241 -204224+22=5.2>0 & 222 —20+22=4,2>0
&S 2@ —2)+22=4,2>20 & 2<x2—x+i)+22:4+%,220 &

_1/9)? 2
M+Z_:17Z>o,

>
SRy 9/2 =

N ©

(z —1/2)° N 22

Assim, a projecao de (' sobre o plano xz é a semielipse 9/ /2 =1, com z > 0 de centro

1 .. 2 o 1 2
<§,O) e semieixos a = g eb = % Entdao =z = 3 + gcost e z = %sent. Como z >0
entao %sentZOou sent > 0 portanto 0 <t <7w. Comoxr+y=1lentdoy=1—ax=1-—

1 3
<§1+ §3cos t) =
=373 cost. Assim, uma parametrizacao de C' é dada por

2
— 1 3 1 3 3v2
=|5+5 5= AL <t<
7 (t) (2+2cost,2 S cost, = cost) 0<t<m.
Logo, 77(15) = (—gsent,§sent, %cost) e

Tl J9 s, 9 o, 9 99 (9 3V2
Hr(t)H— gsen?t 4 osen®t + Scos’t =y [osen?t 4 Scostt =4[5 = ==
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3v/2

Como ds = H?(t)” dt entdo ds = - dt. O momento de inércia em relagdo ao eixo z é dada por

I = / (” +v°) 6(x,y, 2) ds

c

onde 6(z,y, z) =k |2| = kz pois z > 0, com k > 0 uma constante. Entao,

™ 2 2
I = 2 de:k/[l 3 cost 1_3 t}(i t)%dt_
/(x +y®) kz ds i <2+200s>+<2 2cos) sen .
C
B 3[) /2 1,9
= -+ - t tdt =
( 2 (44 o) sen

cos®t1™ 9
k[ cost — 9% ]O—Zk(2+6)—18k.

2
!

l\JIQD

k/ (14 9cos*t) sent dt =
0

= ©

Observe que (a +b)* + (a — b)* = 2 (a® + b?).

Exercicio 6: Calcule a massa de um arame fino com o formato da hélice x = 3cost, y = 3sent e
z =4t, com 0 <t < 7/2, se a densidade for (x,y, z) = kxy2 , com k > 0.

1+
Solucdo: Seja 7 (t) = (3cost,3sent,4t), com 0 < ¢t < 7/2. Logo, 77(15 —3sent,3cost,4),
H?(t)” = V9sen2t+9cos?2t+ 16 = vV/9+16 = /25 = 5. Como ds = H Hdt ent3o

ds =5 dt. A massa M é dada por

/2 /2
T 3cost 3cost
]\4_/(5(‘%”%@ds_k/l—ky2 dS—k/O 1+986n2t5dt_5k/0 mdt
C

c

Fazendo v = 3sent, temos du = 3cost dt. Parat = 0et = 7/2 temos u = 0 e u = 3,
respectivamente. Logo,

3 3
M = 5k:/ 1:Z__uu2 = 5k[arctg u} = bk (arctg 3 — arctg 0) = 5k arctg 3 u.m.
0 0

Exercicio 7: Calcule divE e rot F' sendo:
a) ?(x, y,2) = (22 — 3y, 3x — z,y — 2x)
- -
b) ?(a:,y,z) =(z+seny)i —(z —zcosy) j

Solucao:

a) Se ?(x, Y, z) = (22 — 3y, 3z — z,y — 2x) entdo:

+ 0 Br—2)+ Ly —20)=04+0+0=0

divE = 22 —3y) + By 52
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e
- - -
i j k
0 0 0
tF=| 9 00 (1 (1),2(=2),3— (=3)) = (2,4,6).
o 92 0 (1 (-1).2- (2.3~ (-3) = (2.4,6)
22—3y 3r—2z y—2x
— -
b) Se ?(w,y,z) = (2 +seny)i — (2 — wcosy)j entdo temos que P = 2z + seny,
Q=—(z—xcosy)=—z+xcosy, R=0. Entdo,
div?:——i-—Q—l———O—xseny—i-():—xseny
e
— = -
i j k
0 0 0
F=| 2 9 O (00— (~1),1— - — (1,1,0).
z+seny —z4xcosy O

Exercicio 8: Se 7 = (r,y,2) e @ é um vetor constante, demonstre que rot (7 X ?) =27d

div(@ x 7) = 0.

e

Solucdo: Se 7 = (r,y,2) e a = (a1, as,a3) entdo:

- 2 o
1]
adxT = a; as az | = (a2z — asy, azx — a1z, a1y — asx) .
Ty z
Assim:
div(d x 7) = (agz —asy) + 2(agx —a1z) + 2(aly —ar) =0+0+0=0
oz dy 0z
e
— = =
i j k
rot(@ x 7) = 9 9 9
Ox 0 0z
g2 — a3y aAzx — a1z a1y — ax

= (a1 — (—a1),a2 — (—az), a3 — (—az))
= (2ay,2as,2a3)
= 2(@1,@2,@3)

- 27.
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