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Calculo HI-A — Médulo 8 — Tutor

Exercicio 1: Calcule /x dr + 2% dy de (—1,0) a (1,0)

C

a) ao longo do eixo z;
b) ao longo de C': 7 (t) = (—cost,sent), com 0 < ¢ < ;
c) ao longo da poligonal de vértices (—1,0), (0,1), (1,1) e (1,0).

Solucao:
a) O esbogo de C estd representado na figura que se segue.

A

Y

-1 (D 1 x

C

%
Uma parametrizacio de C' é dada por 7 (t) = (t,0), com —1 < t < 1, portanto ' (t) = (1,0).
Pondo ?(:L’,y) = (z,z?), temos

variady= [Boav = [ BEw)- 70 di-
C/d+ dy C/ dv /1 (7 (t)) - 7 (t) dt

:/_11?(15,0)-7@) dtz/_l (t,tZ)-(l,O)dt:/ltdt:
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 2

b) Temos que 7 (t) = (— cost,sent) implica 77(t) = (sent,cost). Logo,

/@dx+ﬁdy:/Efwﬁzlfﬁ(?@y?ﬁwﬁ:

B T B ﬁ B T B ) . B
—/0 ?( cost,sent) - r' (t) dt—/o ( cost, cos”t ) (sent,cost) dt =

= l—sen?t

:/ (—costsent—l—cost—sen2tcost) dt =
0

+sent —

- [_seth sen%}ﬂzo‘
0

c) O esbogo de C' estd representado na figura que se segue.

A

Y

—zty=1 B B

Ch

Temos C' = C U Cy U C}3. Logo,

/?d?:/?d?+/?d?+/?d? (1)

@mm@/?d?
C1

Temos C :y =142, com —1 < x §_(>). Logo, uma parametrizagcdo de (' é dada por ?(t) =
= (t,1+1t), com —1 <t <0, portanto 7’ (t) = (1,1). Entdo,

/?-d?:/ofz(?(t))-ﬁ(t) dt:/o?(t,lﬂ)-?(t) dt =
s —1 —1
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 3

Cilculo de / F.dr
Ca

Temos Cy : y = 1, com 0_> x < 1. Logo, uma parametrizacdo de (5 é dada por 7(1&) = (t,1),
com 0 <t <1, portanto 7’ (t) = (1,0). Ent3o,

/?-d /?? r(t)dt:/olﬁ(t,l)-ﬁ(t)dt:

:/01@,752).(1,0) dt:/oltdt [tﬂozé

/?-d?:—

ou

|
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w
~

Cilculo de / F.d7
Cs

Seja C5 o segmento C'3 com orientagdo contrdria. Entdo, C5 :
parametrizacio de C5 é 7 (t) = (1,t), com 0 < ¢ < 1 e portanto

/?-d?:—/?-d_):—/olﬁ(7>(t))-7(t) dt

0, com 0 <y < 1. Logo, uma
(t) = (0,1). Entdo,

ﬁ\L ||

:_/17(1,t)-7(t)dt
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De (1), (2), (3) e (4), temos

Exercicio 2: Calcule os valores de / — 2xy dz + (z* + y?) dy ao longo do caminho C, onde C' é a
C

a) parte superior da circunferéncia 2 + y* = a* de (a,0) a (—a, 0);

b) parte superior da elipse 2% + 4y* = 2, orientada no sentido anti-hordrio.

Solugao: Temos o esbog¢o na figura a seguir.
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 4

Y
(0,a)
fC
(—a,0) (a,0) T
Uma parametrizagdo de C, orientada no sentido anti-hordrio, é ~(t) = (acost,asent), com

0 <t < Logo, v(t) = (—asent,acost), 0 <t < m. Sendo F(z,y) = (—2zy,z*+y?),
temos
?(”y(t)) () = F(acost,asent) - (—asent,acost) =

= (—2acostasent,a’cos’t + a*sen’t) - (—asent,acost) =

~~
:a2

= 2a3 costsen®t + a® cost.
Como ,
[ /—Qxy do + (22 +y?) dy = /? 47 :/ B(v(1) -~ (0) dt
C C “

coma=0eb=m, temos

™

—i—agsent] =0.
0

sen® t

I = / (2a3 costsen®t + a cos t) dt = [2&3
0

b) De 22 + 4y® = 2z, com y > 0 temos (z —1)>+4y> =1, comy > O ou (z —1)2 + L =1,

1/4
com y > 0.
Yy
1/2 ¢
1 2 SL’=
Uma parametrizagdo de C é ~(t) = <1+cost,%sent), com 0 < ¢t < w. Logo, temos
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 5

Y (t) = <— sent, % cos t) e
?(Py(t)) A(t) = F (1 + cost, % sen t) : (— sent, % cos t) =
= <—2(1 + cost)% sent, (14 cost)? + i sen? t) - (—sent, % cost) =

_ 2 1 2 L. 9 _
= (1 + cost) sen t+2(1+2003t+ cos t)cost+886n tcost =

= l-sen?t

= sen®t + sen®tcost + %COSt—FCOS?t—F %cost— %sethcosth%sen?tcost =
=1 +gsen2tcost+cost.

Logo,

I:/?-d?:/oﬂ?(v(t))-v'(t) dt =

s

—i—sent] =T.
0

sen® ¢
3

:/ <1+gsen2tcost+cost) dt = [t+g-
0

Exercicio 3: Calcule o trabalho realizado pela forca ?(:L’,y) = (x, —y) para deslocar uma particula
ao longo da curva fechada C' = C; UC,UC5, onde C: segmento de reta de O = (0,0) a A = (1, 1);
Csy: parte da curva 422 — 122 + 4y* — 8y + 12 =0, com y > 1, do ponto A = (1,1) a B = (2,1);
C5: segmento de reta BO.

Solucao:
Completando quadrados em 42? — 12z + 4y — 8y + 12 = 0, com y > 1, temos
4(x? =3x)+4(y* —2y)=-12,y>1 &

= 4<x2—3x+§)+4(y2—2y+1):—12+9+4,y21 =

3\ 2 2
o 4<x—§) by —1)>=1,y>1 o

(semicircunferéncia superior de centro (3/2,1) e raio 1/2).

Assim, o esboco de (' esta representado na figura que se segue.
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Cs

¢, A B

Q

C3

O trabalho realizado por ? ao longo de C' é dado por

W:/?-d?:/?-d?+/?-d?+/?-d?.

Cilculo de / F.drv
C1

Uma parametrizacio de (' é dada por ?(t) = (t,t), com 0 < t <1, portanto 77(15) = (1,1). Logo,

/?-d?:/lﬁ(?(t))-ﬁ(t) dt:/lﬁ(t,t)-ﬁ(t) dt =

:/Ol(t,—t)-(l,l) dt:/ol(t—t) dt:/olocztzo.

Cilculo de / F.d7
Cy

Uma parametrizacdo de C5, no sentido anti-horério, é
Cy T (t) = <g + %cost, 1+ %sent)

y>1 & ltisent>1 & _sent>0 & sent>0 & 0<t<7.

Logo, 77(15) = (—% sent, % cos t). Entdo,
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 7

/?dﬁz—/?d?:—AHﬂﬁwyﬁmﬁz

3 1 1 1
__/0 <§+§cost —1-— §sent)~<—§sent,§cost>dt—

= —/ <—§sent— 1sentcost— 1cost— lsentcost) dt =
0 4 4 2 4

i

:—/ <—§sent—lsentcost—lcost) dt =
0 4 2 2

_ 3 Lo, 1 ]W_

= [4cost 4sen t 2sent .=

3

(-1-1)=

rhloa

Cilculo de / Fodr
Cs

Uma parametrizacao de ('3 é dada por

T{t)=B+t(0—B)=(2,1)+t((0,0)— (2,1)) =
=(2,1)+t(-2,-1)=(2—-2t,1—1)

"
com 0 <t <1, portanto r

/? d7 = /?? ) dt — /01(2—2t,—1+t)-(—2,—1)dt:

(t) = (—2,—1). Logo,

1
:/ (<44 4t+1—1) dt
0 0

/01(—3+3t)d [ 3t+3t2} :—;

Logo,
3 3

Exercicio 4: Calcule /295 dr — 3y dy + 2* dz, onde C é o segmento de reta que une (1,0,0) a

(0,1, 7/2).

Solugdo: Uma parametrizagdo do segmento C' que liga A = (1,0,0) a B = (0,1, 7/2) é dada por
T{)=A+t(B—A) =(1,0,0)+¢[0,1,7/2) — (1,0,0)] =

=(1,0,0)+¢t(—1,1,7/2) = (1 —t, t,m/2t),

com 0 <t <1, portanto 77(15) =(—1,1,7/2). Pondo ?(x,y,z) = (2z, —3y, 2%), temos
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 8

/2xdw—3ydy+z dz—/? a7 = /? () dt =

/? 1—tt ) ﬁ(1&)dt:/l(2—21&,—31&,”{:&2).(-1,1,%)&5:

. t? 7r331_7r3 )
_/0 ( 2+2t—3t+—t) [—2t—5+ﬂt}o_ﬂ—§.

— —
Exercicio 5 Determine o trabalho realizado pela for¢a ? (x,y,2) = By + 2) i (y — 395)3 +

+ (e* + x) k para deslocar uma particula ao longo da curva C intersecio do cilindro 22 4+ 3% = 1
com o plano z = 5, orientada no sentido anti-hordrio quando vista de cima.

Solucao: O trabalho é dado por W = /? . d7, onde C, no sentido anti-horario quando
C

vista de cima, é parametrizada por 7 (t) = (cost,sent,5), com 0 < ¢t < 2m, portanto 7(1&) =

(—sent,cost,0). Logo,

W = /? v = /27r ? ) dt = " F (cost,sent,b) - 77(15) dt =

0
2
:/ (SSent+5,sent—3cost,e5+cost)-(—sent,cost,())dt:
0
21
:/ (—3sen2t—5sent—|—sentcost—BCOSQt)dt:
0

27
:/ (—3sen2t—5sent+sentcost— 3COSQt) dt =

[e=]

—3 —b5sent +sentcost) dt = [ 3t+5cost+ben t] =
0

I
o\
y
—

=—-6r+04+0=—-61 uvw.

Exercicio 6: Calcule /z dr + vy dy — x dz, onde C' é a intersecao das superficies y + 2z = 8 e

C
22 +y?+ 22— 82 =0, com x > 0, no sentido anti-horario quando vista de cima.

Solucao: Temos
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 9

Py + 22 -8:=0,2>0,2=8~y
PP+ 8-y’ -8(8-y) =0,2>0,2=8-y &
2 +y?+64 - 16y +y* —64+8y=0,2>0,2=8~y <«

<~

=4

& 2 +22-8y=0,2>0,2=8—y &
s 2420 —-4y)=0,2>0,2=8-—y &
=

P +2(—4dy+4)=8,2>0,2=8—y &

a? | (y—2)?
R

(3

=1,2>20,z=8—y.

2 _ 2
Logo, a projecao de C sobre o plano xy € a semielipse % + € 42) =1, com z > 0, de centro (0, 2)

e semieixos a = 2v/2, b = 2. Ent3o, uma parametrizacao de C, no sentido anti-horario quando vista
de cima, é dada por x = 2v/2 cost, y=2+2sentez=8—y=8—(2+2sent) =06 — 2sent.

Como = > 0, temos 2v/2cost > 0, isto é, cost > 0, portanto —r/2 < t < w/2. Ent3o,

O (2v2cost,2+4 2sent,6 — 2sent), com -m/2 < t < 7/2, e assim
%
! (—2\/§sent,2cost, —2 cost).
Pondo ? (z,y, —x), temos
w/2 ﬁ
/ dx+ydy—xdz—/? a7 = [ F(R@) 7 () dt =
—7/2
c
w/2
= / <6 —2sent,2+ QSent,—Q\/icost> . <—2\/§sent ,2cost, —QCost) dt =
—7/2
w/2
= / <—12\/§ sent + 4v2sen’t + 4 cost + 4sent cost + 4v/2 cos? t) dt =
—7/2
w/2
:/ <4\/§—12\/§sent+4cost+4sentcost) dt =
—7/2
= [4\/§t+ 12\/§cost+4sent+2sen2t]i/:/2 =427 + 8.
. = _ - )
Exercicio 7: Sabe-se que o campo (e" TV + 1) +ex + 1y j € um campo conservativo em R,
a) Encontre uma fungdo potencial para ?
7. N 1
) Calcule / d7 onde C' é o arco de circunferéncia (x —1)2+ (y — 5) = comz > 1

que vai de (1,0) a (1,1).

Solucao:
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Calculo llI-A Méodulo 8 — Tutor 10

a) Vamos encontrar uma fungdo potencial ¢(z,y) tal que

9

et Tty
5~ ¢ +1 (1)

Op +y
9P _ e 2
e )

em R2.

Integrando (1) em relagdo a = temos

o(x,y) = / (e””'y + 1) dr ="V +a+ f(y) (3),

onde f(y) é uma “constante” de integra¢do. Derivando (3) em relagdo a y e usando a igualdade (2)

vem:

9
L= 0 fy) = e,
Ay

portanto f'(y) = 0 ou f(y) = ¢, ¢ constante. Obtemos, ent&o
o(z,y) ="V + 1z +c

a familia de funcGes potenciais de ?

b) Fazendo ¢ = 0 temos uma fun¢&o potencial p(z,y) = e**¥ + 2. Logo, pelo teorema fundamental
do célculo para integrais de linha, temos

(L.1)
?-d?zgp(l,l)—@(l,O): (e®+1)—(e+1)=¢€"—e.
(1,0)

Exercicio 8: Determine uma fungdo potencial para cada campo conservativo.
— —
a) F(a,y)= (a2 +y?) 1 +21y] .
— —
b) F (2,y) = (cos(zy) — zysen(ry)) T — (1?sen(zy)) J
c) ?(w, y) = (6xy® + 22%,92%y*  dxz + 1).

Solucao:

a) Uma fun¢do potencial ¢(x,y) do campo ? = (P,Q) = (2% +y* 2xy) é tal que domyp =
—domF —R?e Vo = F em R?, isto é:

Op Op
— =P 22492 (1
ox ox . v (1)
Op ou Op
X _0 L =2 2
oy oy vy (2)

em R?. Integrando (1) em relacdo a z, temos

3

pla,y) =5 +ay’+ fly) (),
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onde f(y) é a “constante” de integragdo. Derivando a igualdade (3) em relagdo a y e usando a
igualdade (2), obtemos

2zy + f'(y) = 2wy
ou f'(y) = 0, portanto f(y) = c onde ¢ é uma constante. Substituindo em (3), vemos que

3
pla,y) =5 +ay’ +e
para todo (z,y) € R?, ¢ a familia de funcdes potenciais de ?

b) Vamos encontrar uma fun¢do ¢(x,y), com D = dom? = R2, tal que

g—i = cos(zy) — zysen(zy) (1)
Dy 2
3 = —x*sen(xy) (2)

em R?. Integrando (2) em relaco a y, obtemos

plz,y) = xcos(zy) + f(z)  (3)
onde f(z) é a "constante” de integra¢do. Derivando (3) em relagdo a x e usando (1), encontramos
cos(zy) — zysen(xy) + f'(z) = cos(xy) — zy sen(xy)
ou f'(xz) =0, portanto f(x) = c onde ¢ é uma constante. Assim, a familia de fun¢des potenciais de

é dada por
o(x,y) = xcos(xy) + c.

c) Queremos encontrar uma fun¢do p(z,y, z), com D = dom? = R3, tal que

Op 3

- = 222 (1
e 6y’ +22° (1)
dp 2,2

b 9
9 9>y (2)
Oy

em R3. Integrando (1) em relacdo a z, temos

olx,y,2) = / (6xy3 + 222) dr = 32%y® + 222° + f(y, 2) (4),

onde f(y,z) é uma “constante” de integracdo. Derivando (4) em relagdo a y e z e usando (2) e
(3), respectivamente, temos

2.2 0f .22 of _

9%y +ay—9xy ay_()
ou

of _ of _

4x2+&—4x2+1 8z_1

portanto f(y,z) = z + ¢, ¢ constante. Substituindo em (4), vemos que o conjunto de todas as
funcoes potenciais é dado por

o(z,y,2) = 32%y> +222° + 2z + c.
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