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Calculo IlI-A — Médulo 9- Tutor

Exercicio 1: Calcule a integral de linha diretamente e, também, pelo teorema de Green:

%xderyZ dy
C

onde C' é o caminho fechado formado por y = 2% e y = z, no sentido anti-horério.

Solucao: O esboco de €' = C; U (5 esta representado na figura que se segue.

Y

Y

1 (1,1)

Calculo direto

Temos que:
%ﬁ-dfz/ﬁ-df+/ﬁ-df
C Ch Ch

onde F(x,y) = (z,42). Temos que C; : y(t) = (£,#2), com 0 < ¢ < 1. Logo, 7' (t) = (1,2t).
Assim:

/ﬁ.df:/l ﬁv(t)-y’(t)dt:/lﬁ(t,ﬂ).(1,2t)dt:/1 (t,) - (1,2t)dt =

C1

1 1
— 5 g — [ 2756] _ 1, 1_5
_/O (t+2t)dt_[2+ i, =373
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1 .
:/ (=243t —t*)dt = [—2t+———] =245 —
0 0

Logo,

Calculo por teorema de Green

= 0 oP
%F-dr://(8—2—8—y)d$dy://(0—0)dxdy://Oda:dy:O
c D D D

onde D é a regidao compacta do plano limitada por C.

Atencao: Prezado aluno, vocé reparou na simplicidade do cdlculo da integral pelo teorema
de Green?

Exercicio 2: Utilize o teorema de Green para calcular:

2
a) I = ]{—1?'12 dx + arctgx dy, onde C' é o caminho fechado formado por y = 0, x = 1,

C
y=1ex =0, no sentido anti-horario;

b) I = 7{6“” seny dr + (z + €* cosy) dy, onde C é a elipse 3% + 8y? = 24, no sentido anti-

¢
-horério;

c) I = anrctg%dx + (In (z* + y*) + ) dy, onde C é parametrizada por z = 4 + 2cost e
C
y=4+sent, com 0 <t <27
Solucao:

a) O esbogo da regido D esta representado na figura que se segue.
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=0D

Seja D a regido compacta de R?, limitada por C. Como 0D = (' esta orientada positivamente e

— 2
F(x,y) = <—& arctgx) é de classe C'' em R?, entdo podemos aplicar o teorema de Green.
———

1422’
v Q
P

I_//<3 y dd // 1+x2_ _1+x2>}dxdy_
D
_ [ 1+ _ _ 2
—//mdxdy—//dxdy—A(D)—l =1.
D D

2

B

Temos que:

2
b) O esboco de C': — + % = 1 estd representado na figura a seguir.

L
|

Seja D a regido compacta de R?, limitada por C. Como C = 0D estd orientada positivamente
e F(z,y) = (P,Q) = (e"seny,z + " cosy) € de classe C'! no aberto R?, entdo pelo teorema de
Green segue que

I—// 8@ aP dxdy //1+e cosy — e€* cosy) drdy =
//dxdy— ) = mab

com a = /8 e b=+/3. Entio,

R
<

[:2\/67T.
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Calculo llI-A

c) Dex=4+2sentey=4+sent, com0 <t <27 temos (%) +(y—4)> =1. Logo, C é
uma elipse fechada, pois 0 <t < 27, cujo esboco estd representado na figura que se segue.

Yy C Yy C=0D
4 4
4 z 4 x
Seja D a regido compacta limitada por C. Como C' = 0D estd orientada positivamente e
F(z,y) = (P,Q) = (2 arctg%,ln (22 + ¢?) +x) é de classe C' no conjunto aberto U =

={(z,y) € R? | x > 0} e D C U entdo podemos aplicar o teorema de Green. Temos, ent3o,:

2

(220 gy = [ [ 1 -
[_//<ax dy dwdy_// T 14 v ey =
D D @?
2x 2x
_//(m—i—l—m)dxdy—//da:dy—A(D)—ﬂab
D D

coma=2eb=1. Logo, I =27.

Exercicio 3: O teorema de Green pode ser utilizado para calcular a integral de linha

—y T
f\xQ_i_yQ d$+x2+y2 dy

C

a) onde C' ¢ a circunferéncia 22 + y? = 1, orientada no sentido anti-horario?
b) onde C' é o tridngulo com vértices (1,0), (1,2) e (2,2), orientado no sentido anti-horario?

c) Qual é o valor da integral de linha onde C' é o tridngulo da parte (b)?

Solucao:

a) O campo F = (P,Q) = (xzjrny ' o2 iy2> é de classe C'' no conjunto aberto U = R?—{(0,0)}.

IME - GMA

UFF



Calculo llI-A Méodulo 9 — Tutor 5
1

Como a regido compacta D, limitada por C, contem a origem (0,0), entdo D n&o estd contida em
U. Assim, ndo podemos aplicar o teorema de Green na regido D.

b) O esbogo do tridngulo C' estd representado na figura que se segue.

Y
2 U

Como a regido compacta D, limitada por C, estd contida em U, pois ndo contém (0,0), entdo
podemos aplicar o teorema de Green.

c) Pelo teorema de Green temos:

/ﬁ-d?z//(%—%—];)dxdy
D

c
onde
a_Q _ z? 4 y* — 222 _ y? — 2?
O (@2+y?)" (4
oP P4y -2 Y —a?
oy (22 + y2)2 (22 + y2)2 ‘
Logo,
/ﬁ-df://dedyzo.
foi D

Exercicio 4: Use uma integral de linha para calcular a drea da regido plana limitada pelas curvas
y=a’ex =1y

Solucao: As intersecdes sdo (0,0) e (1,1). Entdo, o esbogo da regido esta representado na figura a
seguir.
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CQ 7 r=y

Cy

Temos que A(D) = / x dy onde 9D = CyUCy com C; : y(t) = (t, %), com 0 < t < 1, portanto
oD+
V() =(1,2t) e Cy : v(t) = (1 —t)*,1 —t), com 0 < t <1 logo v/ (t) = (—=2(1 —t),—1).

Atencao!

Aqui, usei a seguinte parametrizagdo: Y(t) = ((a+b—t)*>,a+b—1t), com 0 < t < 1 e com
a =0eb =1 Também poderia ter parametrizado C; (C: percorrida no sentido contrdrio),
Cy :7y(t) = (t*,t), com 0 <t < 1 e usar a propriedade

/ﬁ-df——/ﬁ-df.

Co Ccy

Voltando a solucao temos:

Ch Ca
onde ) )
/xdy:/Od:U+xdy:/ Fry(t)-+'(t) dt:/ (0,8) - (1,2t) dt =
& & 0 0
! 2311 9
:/0 2t2dt:[?}0:§
e

1
/xdy:/Od:U—l—a:dy:/ Fry(t)-+'(t) dt =
0

Cs A

:/01 (0, (1= 1)) - (=2(1 —t),—1) dt = /01—(1—15)2 Y (1?)3 ;:
1 1

=30-1)=—-3.
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Entao,

2 1 1

Exercicio 5: Uma particula move-se ao longo da circunferéncia y = /4 — 22 do ponto (2,0) até
(—2,0). Determine o trabalho realizado nessa particula pelo campo de forga a seguir:

F(z,y) = <a: + e 2%+ 3z + 2xyey2) .
Solucao: O esboco de C esta representado na figura que se segue.

A

Y

(—2,0) (2,0) xr

O trabalho realizado pelo campo F = (P,Q) = <x+ eV’ a3+ 3xy? + 2xyey2> ao longo de C' é
dado por W = /ﬁ-dﬁ
c

Como 90 op
Fe T — 302 4 3y2 4 2ye?” — 2ye¥’ =322 4+ 3y2 # 0
ox dy
ent3o F n3o é conservativo. Para calcular diretamente a integral é complicado, devido a complexidade
do campo. Entdo, consideremos a curva fechada C' = C' U ('}, onde C; é o segmento de reta que

liga (—2,0) a (2,0) e apliquemos o teorema de Green.

A

(_27 0) ? (2v 0) Z ]
Ch

Seja D a regido compacta limitada por C. Como C' = 9D esta orientada positivamente e F éde
classe C' em R? temos, pelo teorema de Green, que:

= 0 oP
jI{F.dr://(8—3—8—y)dxdy://(3x2+3y2)dxdy.
D D

e}
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Calculo llI-A Méodulo 9 — Tutor 8

Célculo de / / (32% + 3y?) dady
D

<0<
Passando para coordenadas polares temos 22 + y? = 12, dady = rdrdf e D,y : { 8—

ST
<r<?2°’
T 2
//(3x2+3y2)dxdy:3//r2-rdrd9:3//r?’drde:
0 JO0
D

D

™ 7“42 T
:3/ [_} d6:12/ 40 = 127 .
0 4 1o 0
Cilculo de / / F.dr
C1

Temos que C : y(t) = (¢,0), com —2 <t < 2, portanto, 7/(t) = (1,0). Ento,

Logo,

/ﬁ-F:/Q Frv(t) -+ () dt:/2 F(t,0) - (1,0) dt =

—2 —2
C1

=/_2 (t+1,+0+0)-(1,0) dt:/

2 —2

2(t+1) dt = [5%—422:

—(2+42)—(2-2)=4.

Assim:
W:/ﬁ-dle%r—ll u.w.
C

Exercicio 6: Mostre que

(2,3)
I = / (21’ + y?’) dx + (3:53/2 + 4) dy
(0,1)

é independente do caminho e calcule-a.

Solugao: Seja ﬁ(w,y) = (2z +y*) dz + (3zy* + 4) que é um campo de classe C'!' em R?. Como
R? é um conjunto simplesmente conexo e o ?9_]; = 3y?, entdo, pelo teorema das equivaléncias,
segue que a integral [ néoﬂdepende do caminho que liga (0,1) a (2,3). Também, pelo teorema das
equivaléncias, temos que F' é um campo conservativo, isto é, existe uma funcdo potencial ¢(x,y)

tal que Vi = F' em R2, portanto
I

B i— 3
B 20 +y> (1)
dp 2
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Integrando (1) e (2) em relagdo a x e y, respectivamente, temos:
p(z,y) = 2> +zy’ + f(y)
plz,y) =2y’ + 4y + g()
Tomando f(y) = 4y e g(x) = z* temos que:
o(x,y) =2 + 2y’ +4y.
Entdo, pelo teorema fundamental do calculo para integrais de linha, temos:

I=p(2,3)—p0,1)=(224+2-334+4-3)—(0+0+4) =66.

Exercicio 7:

a) Mostre que [ = / (x + 3y + ylo) dr + (395 + 10zy” + In (1 + y2)) dy é independente do

. c
caminho.

2
b) Calcule a integral I para C': (z — 1) + yz =1, com y > 0, no sentido horério.

Solucao:

a) Seja F(z,y) = (P,Q) = (z+ 3y + ¥, 3z 4+ 102y 4+ In (1 + y?)) de classe C' em R?. Como
9Q

, . . OP ~ . A
R? é um conjunto simplesmente conexo e B 3+10y° = o entao, pelo teorema das equivaléncias,

segue que a integral de linha I é independente do caminho.
b) O esbogo de C' estd representado na figura que se segue.

Y

1 . 2
Ch

Como a integral I n3o depende da curva que liga (0,0) a (2,0), entdo consideremos outra curva no

r=t
com

lugar de C'. Seja, entdo, o segmento de reta C ligando (0,0) a (2,0). Temos C} : { F—=0"

0 <t <2, portanto, dx = dt e dy = 0. Entao,

I= / (z+ 3y + ') do + [3z + 102y’ In (1 + ¢*)] dy =
Cy

2 2 t2 2
:/0(t+0+0)dt:/0 tdt:b]ozz
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Exercicio 8: Mostre que
I:/(1+2xy+lnx) dr + 2* dy
C

é independente do caminho e calcule o valor de I, onde C' é dada por 7(t) = (1 + cost,sent),
com —7/2 <t <m7/2.

Solucdo: Seja F(z,y) = (P,Q) = (1+ 2zy + Inxz, 2%) que é de classe C'!' no conjunto aberto
U={(z,y) e R*| =z > 0}.

, . . P o .
Como U é um conjunto simplesmente conexo e Z—Q = 2r = ?9_ entdo, pelo teorema das equi-
xXr

valéncias, segue que a integral de linha I é independente do caminho.
Esbogo de C

Temos que y(—n/2) = (1, —1) e y(7/2) = (1,1). As equagdes de C' sdo x =1+ cost e y = sent,
com —7/2 <t < 7/2. Logo, (x —1)? = cos’t e y* = sen?t, portanto, (z — 1) +y? = 1. Entio C
é o arco da circunferéncia (z — 1)* + y* = 1, percorrido no sentido anti-hordrio que vai de (1, —1)
a(1,1).

(L, 1)

—_
)
8

(17 _1)

—————————— e e e~

Como a integral de linha ndo depende do caminho entdo vamos substituir a curva C' pelo segmento
de reta C que liga (1,—1) a (1,1).
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A
Y.
I U
INCIE)
: IR
| 1 a:=
1)
Temos C : { ;i; , com —1 <t <1, portanto, dz = 0 e dy = dt. Entdo,
1 1 1
I:/(1+2xy—|—lnx) dx + z° dy:/ 0+1' dt:/ dt = [t =2.
& —1 —1
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