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—v?),comu>0,v>0e

Exercicio 1: Seja S a superficie parametrizada por ¢(u,v) = (u,v, 1
u+v<1.

a) Desenhe S.
b) Determine o plano tangente a S no ponto ¢ (1/2,1/4).

c) Determine a area de S.
Solucao:

a) Temos S : ¢ y=vw com (u,v) € D:u+v <1, u>0ewv >0 portanto, eliminando os
z=1-—1?
pardmetros, temos S : z =1 —y? com (2,y) € Dy :x+y <1, 2 >0ey > 0. Logo, o esbogo de

S estd representado na figura que se segue.

/I K 1\‘
D

b) Temos ¢ (1/2,1/4) = (1/2,1/4,15/16), 92 (u,v) = (1,0,0), %2 (u,v) = (0,1, ~20) portanto
- - -
o0 0o _ i k
%x%-|1 0 o|-0-m
0 1 -2
Logo, % X == (0 1/2,1/4) = (0,—1/2,1) é um vetor normal a S em ¢ (1/2,1/4). Portanto, uma

equagdo do plano tangente a S em ¢ (1/2,1/4) é dada por

i (3:2)] 52 (503) < 32 (501) =
13

1 1 15
ou(x—§,y—1,z 16) <O —= )—Oou —y—|r2,z—§
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c) Temos
A(S)://‘g—ng—f dudv://\/1+41}2dudv.
D D
v

0<v<l1

O<u<l_uo- Logo,

Enquadrando D como tipo I, temos D : {

1 pl—v 1
A(S):// \/1+4v2dudv:/ (1—-v)V1+4v2dv =
0 Jo 0
1 1
:/ v1+4v2dv—/ vV 1+4v2do .
0 0

g

I Iz

Calculo de I,

0=0

- I v=20 ~
Fazendo 2v = tgf, temos dv = 5 Sec 0 def. Para { o1 temos { 0 — arctg2 - Entao,

arctg 2

arctg 2
I = \/1+tg28-%se028d0:%/ sec30.do .
0

0

Do Célculo I, temos

/sec3 0df = %sec@tg@ + %ln(sec@ +tgf) + C (Verifique!)

Logo,

I, =

1 arctg 2
5 ]

B secOtgl + % In(sec 6 + tg0)
0

Fazendo u = arctg?2 temos tgu = 2. Entdo sec?u = 1 + tg?u = 5, portanto secu = /5
ou sec(arctg2) = V5. Ent3o,

11:§+iln<2+\/5).
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Calculo llI-A Maodulo 10 — Tutor 3

Célculo de I,

Temos

1
Iy = /vv1+4v2dv—/ ( + 4v )1/2 dv .
0

Como d (1 + 4v*) = 8v dv, temos

1
1 2\ 1/2 oy 1 2 n3/2]t 1 -
Iz—g/o () a1 at) =L 2 [aeaw)™) = L(sv5-1).
Assim,
A(S):Il—12:§+i <2+f)——+——i§+iln<2+\/5>+% u.a.

Exercicio 2: Esboce e parametrize as superficies abaixo, indicando o dominio dos parametros:

a) S={(z,y,2) €R® 2?4+ y*+22=4, z>1}.

b) S = {(x y,2) €ER3 2= /3(22 + y?), x2+y2+z2§1}.

o) S={(z,9,2) R’ w+y+z=2 2"+y*<1}.

d) 52{(96 y,z) € R 2?4 y? =4, OSzSZ—i—%—%}_

e) S={(r,y,2) €R% 2?+y? =2y, 0 <2 <a®+y°}.
Solucao:

a) A superficie S estd ilustrada na figura que se segue.

Usando ¢ e 6 como pardmetros, temos S : ¢(¢,0) = (2sen¢cosf,2sen psenf,2cosd), com
0<¢<7/3e0 <0 <2m. Também podemos definir S usando as coordenadas retangulares z e

y. Temos S : p(x,y) = (x,y, 4 — z2? —y2), com (z,y) € D : 2* + y* < 3. Uma outra forma

de definir S é usando as coordenadas r e 6. Temos S : ¢(r,0) = (rcosf,rsen, /4 —r?), com
0<r<+v3e0<6<2m
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b) Encontremos a intersecdo das duas superficies:

2z =/3(2? + y?)
= x2+y2+3(x2+y2):1$x2+y2=% I
P42 =1

Elas se interceptam segundo uma circunferéncia contida no plano horizontal z = v/3/2, de centro

(0,0,v/3/2) e raio 1/2.

Usando as coordenadas = e y para definir S, temos ¢(z,y) = (x, Y, \/3(:152—|—y2)>,

com (z,y) € D : 22 +y? < 1/4. Outra parametrizagio seria S : (r,0) = (rcosf,rsenf,/3r),
com0<r<1/2e0<6<2m.

c) O esbogo de S pode ser visto na figura que se segue.

Uma parametrizacdo ¢ dada por S : p(z,y) = (z, y, 2— 2 —y), com (z,y) € D : 2% +¢y* < 1.
Outra parametrizagdo seria S : ¢(r,0) = (rcosf, rsenf, 2 —rcosd —rsenf), com 0 <r<1le
0<6<2m.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Maodulo 10 — Tutor 5

d) O esbogo de S esta na figura ao
lado.

Adotando # e z como parametros,
definimos S por

0(0,2) = (2cosf, 2senb, z)

com

0<6<2m
0<2z2<2+

cos 0
2

—send

e) A superficie S estd ilustrada na figura ao
lado. z 4
Seja (x,y,z) € S. Entdo, = e y satisfazem
22 +y* =2y ou2?+ (y— 1) = 1. Logo,

xr = cost
y=1+sent

com t € [0, 27].
Adotando t e z como parametros, temos a se-
guinte parametrizag¢do para S:

o(t,z) = (cost, 1+sent, z)

com

0<t<2w
0<z<2(1+sent)

Exercicio 3: Seja C' = {(0,y,2) € R} 2%+ (y — 2)? = 1}. Ache a drea da superficie gerada pela
rotacdo do conjunto C' em torno do eixo z.

Solucao: Uma parametrizacdo da curva C' é dada por

z(t) =0
y(t) =2+ cost, 0<t<2r
z(t) = sent

Se (z,y,2z) € S, entdo (z,y,z) pertence a circunferéncia de raio y(t) = 2 + cost e de centro
(0,0, 2(t)) = (0,0,sent). Entdo

= (2+ cost) cosd

= (24 cost)send

T
Y
z = z(t) = sent

UFF IME - GMA
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com(0<t<2re <0 <2m.
Assim, uma parametrizacao de S é dada por

S o(t,0) = ((2+ cost) cosf, (2+ cost)sen, sent)

com
0<t<2w
(t,0) € D:
0<6<2r.
Tem-se
oy = (—sentcosf, —sentsend, cost)
w9 = (— (24 cost)send, (2+ cost)cosf, 0)
portanto
T 3 X
pr X g = —sentcosf —sentsenf cost
—(24cost)senf (24 cost)cosf 0
= (— (2 + cost)costcosf, —(2+ cost)costsend, —(2 + cost)sentcos® § — (2 + cost)sentsen® )
= —(2+cost)sent
= (2 + cost) (—costcosf, — costsent, —sent) .
Logo,
lor X || = (24 cost) [cos®t cos” § + cos® t sen”  + sen? ¢ =
= (:(;SQt
= (2 + cost)Vcos?t +sen?t = 2 + cost .
Como
AS) = [[ e x el diao,
D
temos

A(S) = //(2 + cost) dtdh = /0%/0%(2 + cost) dtdf =

27 o 27
= / [Qt + sen t] do = 47r/ df = 872 u.a.
0 0 0

Exercicio 4: Seja S a superficie obtida girando-se o segmento de reta de (0,1,3) a (0,3,1) em
torno do eixo z.

a) Dé uma parametrizagdo de S.
b) Calcule a drea de S.
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Solucao:
a) O segmento de reta de (0,1,3) a (0,3,1) é parametrizado por
~v(t) =(0,1,3) + ¢ ((0,3,1) — (0,1,3)) = (0,1 + 2¢,3 — 2t)
com 0 <t <1. Logo, z(t) =0, y(t) =1+2t e z(t) =3 —2t,com 0 <t < 1.
A superficie de revolucao tem como parametrizacao
o(t,0) = (y(t) cosB,y(t)senb, z(t)) = ((1 + 2t) cos b, (1 + 2t) sen 6,3 — 2t)

com
0<t<1

(t,Q)ED:{O;H_

<o

b) Temos A(S) = / / e % ol dtd onde
D

s - -
1 J
Y X g = 2cos b 2send -2

—(1+2t)send (1+2t)cosf 0

= <2(1 +2t) cos 0, 2(1 + 2t) sen 0, 2(1 + 2t) cos® O + 2(1 + 2t) sen? «9)

2(142t)

= 2(1+2t)(cosf,senb, 1)

portanto ||y X @gl| = 2(1 + 2t)Vcos2 0 + sen2f + 1 = 2v/2(1 + 2t).

Logo,

A(S) = //2\/5(1 + 2t) dtd = 2\/5/01/0%(1 + 2t) dfdt =

1 1
:47r\/§/ (1+2t)dt:47r\/§[t+t2] =812 u.a.
0 0

Exercicio 5: Determine a drea do paraboloide z = 2 (22 + y?), abaixo do plano z = 8.

Solucao: O esboco da superficie S pode ser visto na figura que se segue.

UFF
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Definimos S da seguinte maneira:
S:z=2(2"+y*) = f(z,y),

com (z,y) € D : 2* + y*> < 4. Como
= 1+<%)2+<6—f)2 dx dy
ox oy
D

/ V1 + (42)2 + (4y)2 dacdy—/ V141622 + 1692 dxdy .

temos

Em coordenadas polares, temos

2 27
://\/1+167“2 rdrd@z// (1+16r2)1/27"d9d7“:
0Jo
D

2 2
_2_7T 21/2 9 _12[ 23/2} B
=% (1+ 16r%) d(1+16r)—16 5 |(1+16r7) =

= %(65\/% —1) va.

Exercicio 6: Calcule a drea da superficie S, parte do plano = + y + z = a, interior ao cilindro

2 +y? = d’

UFF
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Solucado: A superficie S estd ilustrada na figura ao lado.
Temos

S:z=a—z—y=f(x,y),
com (z,y) € D : 2* + y? < a®. Como

- [\ T G e

/ V14 (- )dedy—\/_//dxdy—fA( ) = V371a® ua.

temos

Exercicio 7: Calcule a drea da superficie 2 = /22 +y2, (x — 2)* + 4y? < 1.

Solugao: Tem-se S : z = /22 + y?, com (x,y) € D : (x — 2)? + 42 < 1. Como S é o gréfico de
—_——

= f($7y)
z = f(z,y),com (z,y) € D, usaremos a férmula

/ [ i o+ (1 duay.

Tem-se _

f o X

fy:#,
Logo,

2 2 2 2
0 _ x v 4y
\/1 faﬂ fy) \/ +x2+y2+m2—|—y2_\/1+x2+y2 \/5

Entao,

://\/idwdy:\/ﬁ//dxdy:\/iA(D).

Como D é uma elipse com a =1, b = 1/2, temos

Logo,

Exercicio 8: Determine a drea da porcdo da esfera 2 4 y2 + 22 = 4, cortada pela parte superior do

cone 7% + y? = 2%

UFF IME - GMA
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10

Solucdo: De 22 + 92 + 22 = dea?+y> = 22 temos 22 + 9> =2 e 2z = /2.

Logo, a curva

intersecio das superficies é a circunferéncia 2 + y2 = 2 contida no plano z = v/2. O esboco de S

esta representado na figura que se segue.

Uma parametrizacdo de S é: S : ¢ (¢,0) = (sen ¢ cos B, sen ¢ sen 6, cos ) com

0<¢p<m/4
0<6<2r

(¢,9)€D:{

Da aula 19, temos dS = sen ¢ dpdf. Como A(S) = / dS temos

D

ma://wmwwzlfflmmmw:%[wwmm:
g

— 21— cos ]! = 21 (1 = @) —7(2-V2) ua.

2
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