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Calculo IHI-A — Médulo 11 — Tutor

Exercicio 1: Calcule // (z —2* + zy? — 1) dS, onde S é a superficie

O -
ou,v)=ui +vj + @ +1)k

com0<u<lelO<v<2

Solucao:
Temos - = =
i j k
¢ o v _ o
8u v 10 2u|=(-2u, 0, 1)
0O 1 O
portanto H— X —H =V1+4u?.
Também
s = H— X —H dudv = V1 + 4u? dudv .
Ent3o,

//(Z—$2+$?/2—1)d52//(u2+1—u2+uv2—1)\/1+4u2dudv:
s D

/ w1 + 4u? dudv = / / 1+ 4u 2112 dvdu =

D

1 342 1
_ 1/2[] gy = 8.1 2)1/2 2) =
_/0 u(l+4ut) 22 du =2 8/0 (1+42) (1 + 42)

_ [(1+4 )3/2]1:5(5\/5—1).

0
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Exercicio 2: Calcule //f(a:,y, z)dS, onde f(z,y,2) =2 +y*e S:2?+y*+22 =4, com 2z > 1.
S

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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Observe que tg¢ = +/3/1 implica ¢ = 7/3. Uma parametrizacio de S é dada por o(¢,0) =
(2sen ¢ cosf,2senpsenb,2cos¢) com (¢,0) € D:0< ¢ <w/3e0<6<27m. Javimos que, no
caso da esfera, 22 + y? + 22 = a® e dS = a® sen ¢ dpdf. Logo, dS = 4sen ¢ dpdf. Assim:

[ #@.v.20d5 = [[ 1 oto.0) aseno doas -
S D

= 4// (4 sen? ¢ cos? 0 + 4 sen? ¢psen? 0) sen ¢ dpdf =
D

w/3 2
= 164/ sen? ¢ sen ¢ dpdf = 16/0 (1 — cos? ¢) sen QS/O dfd¢ =

cos® ¢] /3

3 Jo

w/3
= —32n / (1 —cos®¢) d(cos ¢) = —32 [Cosd) -
0

(- 2)-0-3]-F

Exercicio 3: Calcule //x22 dS, onde S é o cilindro 22 + y? = a®, com 0 < z < 1.
S

Solucao: Podemos parametrizar o cilindro usando as coordenadas cilindricas com r = a. Entdo
0<60<2m
S:p(0,2) = (acosb,asenb, z), com (0,z) € D : { - -

0<z<1 ° Calculemos g X . (6, 2) e seu
moddulo. Temos

wp = (—asenf,acosb,0)

QOZ - (07 07 ]-)
portanto
Y - T
i J k
0o X 9, =| —asenf acosf 0 |=(acost asend, ).
0 0 1
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Observe que o vetor normal, em cada ponto do cilindro, é paralelo ao plano xy e é a projecdo normal
de (0, 2).

Tem-se:
leo x || =a.
Logo,
dS = ||¢g X .|| dfdz = adfdz .
Ent3o,

//:E2zd5'://(acos@)Qz-adez:
S D
1 27
:a3//zcos29d9dz:a3/ z/ cos? @ dbdz =
o Jo
D

1 1
:a3-l[«9+sen29]27r 2 dz = ma® [i] :W—ag.
2 2 o Jo 2 1o 2

Obs.: Uma outra maneira de parametrizar S é:

Se (r,y,2) € S, entdo z e y satisfazem a equacdo z°> + y*> = a’ e z é tal que 0 < 2 < 1.

) ) . = t
Parametrizando a circunferéncia 22 + y? = a?, tem-se ;- Zg;slt , com 0 <t < 27. Adotando
~ 0<t<?2
t e z como parametros, tem-se S : ¢(t,z) = (acost,asent, z), com (t,z) € D : { 0< 5 < 17T

Exercicio 4: Calcule // xdS, onde S é o tridngulo com vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).
S

Solucao: A superficie S e a sua projecdo sobre o plano xy estdo ilustradas nas figuras que se seguem.

Definimos S por S : z=1—a —y = f(z,y), onde (z,y) € D : { 8 i—x . Temos que:

VANIVAN

T
Y

ININA

9z\* | (02)?
s = \/1 + <£> + <8_;) drdy = /1 + (—=1)2 + (—1)2 dady = V3 dxdy.
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é/de:é/x\/gdxdy:\/g/o/o z dydr =

=5 [ et w5 [ (o at) = VA 2] =,

Entao,

Exercicio 5: Seja S a porcdo do cone z = /22 + y? limitado pelos planos z =1 e z = 4.

a) Parametrize S usando as coordenadas cartesianas.
b) Parametrize S usando as coordenadas polares.

c) Calcule //z2 ds.
S

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

A
z

a) Como S é o gréfico da funcdo z = /22 + 42, com (z,y) € D : 1 < 2?+y* < 16, entdo, adotando
x e y como pardmetros, temos S : p(x,y) = <x,y, Va2 + y2>, com (x,y) € D: 1 <x*+y* < 16.

b) Adotando r e # como pardmetros, temos
S :o(r,0) = (rcosb,rsend,r)
onde (r,0) € Dyg:1<r<4,0<6<2m.

c) Consideremos a parametrizagdo do item (a) para calcular a integral. Temos, entdo,

4S = \/1+ (2,)* + (z,)* dady
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onde z, = ez =-—Y . Entio,

_ a? Y _ Pty _ _
dS—\/1+x2+y2+x2+y2dxdy— 1+mda:dy—\/1+1dazdy—\/§dxdy.

Assim: //z2 dS:// (w2+y2>\/§dxdy:¢§// («® +97) dady.

Passando para coordenadas polares, temos:

x = rcost

y = rsenf

dxdy = rdrdf
22y’ = g2

Transformando o conjunto D em coordenadas polares, temos D,y : 1 <1 <4,0 <60 < 27. Logo,

4 27
//ZQdS:\/ﬁ//QrdrdOZ\/i/ 7"3/ dfdr =
1 0
S Dre

= 2\/§7T/47‘3 dr = 2V2n [%}4 =

1 1

_ Wer 25527
=5 |

256 — 1) = ==

Exercicio 6: Calcule a massa da superficie S parte do plano z = 2—x dentro do cilindro 2% +3? = 1,
sendo a densidade dada por d(x,y, z) = y°.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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A superficie S é descrita por S : 2 = f(z,y) = 2 —x, com (z,y) € D : 2> + y* < 1. Como
dsS = \/1 + (f)* + (f,)° dxdy, entdo

dS = /14 (=1)2 + 02 dedy = V2 dxdy.

M:l/é(x,y,z)dS:é/deS:é/yQ\/ﬁdxdy:\/ﬁé/gfdxdy.

Usando coordenadas polares, temos:

//gﬂ dxdy = //(r2 sen? 0)r drdf = //r3 sen? 6 drdf =
D D,g Drg
2 1 2m
:/ sen29/ r3drd8:%/ sen® 0 df =
0 0 0

1 sen 20727 T
'5[9_ 2] N

Temos

o 4

Logo,

M = @u.m

Exercicio 7: Determine o momento de inércia em relacdo ao eixo da superficie S parte do cone
2% = 22 + 9?2, entre os planos z = 1 e z = 2, sendo a densidade constante.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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T D

Note que o eixo de S é o eixo z. Entao

I = // (* +v°)p(z,y, 2) dS

S

zzzp//(xuy?) as.

onde p(x,y,z) = p. Logo,

A superficie S pode ser descrita por S : z = \/2?2 + y2 = f(z,y), com (z,y) € D : 1 < z*+y? < 4.

Tem-se: -
Ry = fx — /7332 +y2
_ _ Yy
= fy= "
portanto
2 2 2, .2
+y
+ (Zac) + (Zy) + 22 + 32 + 22 + 32 22 + 12

Como dS = \/1 + (22)° + (2,)? dxdy, entdo dS = /2 dxdy. Tem-se:

]Z:p//(x2+y2) dszp//(x2+y2)\/§dxdy:\/ip//(x2+y2) dxdy .

Passando para coordenadas polares, tem-se:

r = rcosf
y = rsenf 0<6<2mr
(S Drg .
dxdy = rdrdf 1<r<2.
22y = g2
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Entao,

IZ:\/ﬁp//TQ-rdrdez\/ﬁp//r?’drd@:
D'r‘9 Dre

2 2 2
:\/ﬁp/r?’/ d@dr:2\/§pﬂ/r3dr:
1 0 1

472
NG p[%]l = —@"”(16 1) = 715*/25 pT

Exercicio 8: Uma lamina superficial S tem a forma de um cone dado por 2 = 4 — 2\/22 + 12
e limitado pelo plano xy. Em cada ponto de S, a densidade é proporcional a distancia entre o ponto

. C . o . , 12 .
e o eixo z. Mostre que o momento de inércia em relacao ao eixo z é igual a EM, onde M é a
massa de S.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Uma parametrizacdo de S é dada por S : o(x,y) = <x,y,4—2 a:2—|—y2>, com

(r,y) € D:2* +y* < 4. Temoszx:iez - Logo,

4,2 42
s s dady = VT dady = V5 dedy.

ds = \/1 + (22)° + (2,)? dady = \/1 +

Como a distancia de (x,y, z) ao eixo z é igual a \/22 + y? ent3o a densidade (z, vy, z) é dada por
d(z,y, z) = k/x? + y?, onde k é uma constante positiva. A massa M de S é dada por:
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M://(S(x,y,z) dS:k//\/:E2+y2 ds =
S s

:k//\/:v2+y2\/5 dxdy:\/gk/ Va2 +y? dedy =
D D

2 p2om 2
:\/gk// T'Td@dTZQ\/gk’/T/ r? dr =
0Jo 0

3
O momento de inércia em relagdo ao eixo z é dado por:

2
= 25k [é] _ 16v5kr u.m
0

[—//ery (x,y, z dS—k//ery \/:E2+y ds =

2m
_\/_k;// z? —|—y / da:dy—\/_k// 3/27‘d0dr_

2 52

= 2\/5/@7?/ r* dr = 2v/5kr [r—} = 64v/5km =
0 5o 5

_ 12 16Vhkr _ 12

=—M.
5 3 5
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