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e
i —zj eS apartedaesfera 22 +y%+2% =

Exercicio 1: Calcule //?W dS, sendo ?(a:, Y,2) =y
S

= a?, no primeiro octante com a normal apontando para fora.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Como 7 aponta para fora de S, entdo W= W. Assim:
//?-ﬁdsz/ (y,—x,o)-%dsz//@ dSz//OdSzO.
s s s s

Exercicio 2: Calcule //? .7 dS, onde F (r,y,2) = (z,y,—22) e S é a esfera 22 + y% + 22 = 4,
S
com vetor normal %) exterior.

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

%

Como 17 aponta para o exterior de S entdo . Logo,

7 = (x,:g,Z)
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//? s = //:Ey,—Qz ”’ ) s =1 //:E+y ) dS =
// :E+y + 22 3z>dS—2A //z ds .

Para calcular esta integral, devemos parametrizar S. Temos ent3o:

S: 7 (¢,0) = (2sen¢cosf,2sen psend ,2cosd)

com (¢, 6) ED:{ 8???; e dS = 22sen ¢ dédf = 4sen é dbdd. Entdo,
//22 :// 2cosgz§ 4sen ¢ d¢d6—16/ cos qbbengzﬁ/ dbdo =
S D

32

_ _39 T 9 _ _39 c083¢7r: 1-1 647r'
37r/0 cos” ¢ d (cos ¢) 37r[ 3 ]o 5 (= )=

Como A (S) = 4r - 22 = 167. Logo,

//?-ﬁdszzmw—;%”:327r—327r:0.
S

Exercicio 3: Calcule o fluxo de ﬁ(a:,y, 2) =z i+ j— 3y2z K através da superficie S, parte do
cilindro 2% 4+ 4% = 16 situado no primeiro octante, entre z = 0 e z = 5 e a normal 77 tal que 7i-i > 0.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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S 7 o . S~ . S z,y,0
Como 7 -i > 0, entdo a primeira componente de 7 é ndo-negativa. Logo, 7 = (z,9.0) com a = 4,
a

(=, y,O) . Assim, o fluxo é:

//F ndS = //zx—3y2~(xy’ ds = - //Iz—i—xy

Para calcular esta integral, devemos parametrizar S. Temos entdo S : 7(t,0) = (4cost,4sent, z),

Jo<t<m/2
com(t,z)ED.{0§Z§5 . Logo,

isto é, n =

i j kK
7 X 7, =| —4sent 4cost 0 | = (4dcost,4sent,0)
0 0 1

portanto,

Hft X FZH =/16cos?t + 16sen2t +0 =16 = 4.
Como dS = || x 77| dtdz, entdo dS = 4 dtdz. Assim:

// i dS = // 4cost)z+(4cost)(4sent)}4dtde_

// 4costz+16costsent}dtdZ—

:/0 HélsentK/Q,z%—S[sen t] }dz:/05(4z+8) dz =

472 5
_ [7—1—82} — 50+ 40 = 90 .
0

Exercicio 4: Calcule/ F-it dS, onde (x y,z) = zityj+zkeS aregido do plano 2z+3y+z =

—

= 6, situada no primeiro octante, com 7 - k > 0.

Solucao: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 12 — Tutor 4

Yy
20 +3y =6

2

D

3 x=
x
0<r<3
Temos que S': 2 =6 —2x — 3y, com (z,y) € D : _ )
q y (z,y) 0<y<b=2

Da teoria temos que N = (=24, —2y, 1) = (2,3,1) é um vetor normal a S, que satisfaz N k>0,
pois a ultima componente de /N é positiva.

(2,3,1)
V14

//F i dS — // (2.9, 6 — 22 — 3y) - (2,3, 1) dady

://(a:,y,G—Qx—?)y)-(Q,?),l) dxdy://(2x+3y+6—2x—3y) dxdy =
D D

://6dxdy:6A(D):6-%-2-3:18.
D

Exercicio 5: Calcule o fluxo do campo ? (x,y,2) = (x,y, z) através da superficie lateral do cilindro
circular 22 + y? = 1, limitada inferiormente pelo plano = + y + z = 1 e superiormente pelo plano
T+ 1y + z = 2, com vetor normal T exterior.

Entdo, 7 = . Temos, também, que dS = /14 dxdy. Assim, o fluxo é dado por:

Solucdo: Se 7/ é exterior a S, entdo 7 = (@ y,O) - = y,O) = (z,,0). Logo, o fluxo é dado por:

//? s = //xy (,,0) dS = //ery ) dS = //dS

onde S é parametrizada por 7 (0,z) = (cos@,senf,z), com (0,z) € D : 0 < 6 < 2r,
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1 —cosf —senf < z<2—cosf —senfedS=_ a didz=dOdz. Assim:
~

2—cos f—sen 6
//F-ﬁd //d@dz_/ / dzdf —
g 1—cos —sen 0

21 2m
:/ (2—cosf —senf — 1+ cosf +senb) d@z/ df =27
0 0

Exercicio 6: Calcule o fluxo do campo vetorial ?(:E,y,z) = (y,—x,2?) através da superficie
S:z=22+4y2 com 0 < z <1, nadirecio do vetor normal 77 exterior.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

A

\

Temos S : z = z(x,y) = 22 + y? com (z,y) € D : 2>+ y* < 1. Um vetor normal a S é

dado por = (—2y,—2y,1) = (—22,—2y,1). Mas este vetor aponta para cima, isto é, para o
interior de S. Logo, —ﬁ = (22, 2y, —1) aponta para o exterior de S. Assim, = Qe 2y 1)
1+ 4x? + 4y?

e dS = /1 + 4x? + 4y? dxdy. Entdo,

//F 7 dS = // <y, —x, (x2 +y2)2> - (2x,2y,—1) dxdy =

S D

// 2xy—2xy—(x +y dwdy— // z? +y dwdy
Passando para coordenadas polares, temos (22 +3%)° = (r2)° = ri dedy = r drdf e
0<r<1

D’”H'{0§0§27r . Logo,

27 1
//?-WdS:—//r‘lwdrd@:—/ /T5drd0:
o Jo
S D'r‘9
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- - -
Exercicio 7: Calcule //?ﬁ) dS, onde F =21 +y?j +2°k e S éa superficie plana x+y = 2,
S
delimitada pelos planos coordenados e pelo plano z = 4 e a normal se a afasta da origem.

Solucao: O esboco de S estd representado na figura que se segue.

Temos Sy =y(x,z) =2—xcom (z,2) € D:0 <2z <2,0<y <4. Entdo, uma parametrizagio
de S é dada por 7 (z,2) = (z,2—x,2), com (z,2) € D:0 <z <2,0<y <4 Um vetor
normal a S é

- v o7
i j k
_ o7 a?
0 0 1
. N N (11,0 .
Este vetor aponta para a origem. Logo, W = ——— = e dS = /2 dxdz. Assim,

//? ds = // (2 —x) ,22)-(1,1,0)dxdz=//(a:2+(2—x)2)dxdz:

2 4 . 972
:/0 (x2+(2—x)2)/0 dzdx:4{%3—(2_3x)3} =y =2

Exercicio 8: Calcule //? -7 dS, onde ? = (2> —x,—xy,32) e S é a superficie do sdlido
S
limitado por 2 =4 —y?, . =0, x = 3 e o plano xy, com vetor 7 exterior.

Solucao: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.
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Vemos que S = 57 U Sy U S3U .Sy, onde

Siiz=z(r,y)=4—y* (v,y) €D;:0< 2 <3,-2<y<2;

(
Sgil’: >(x>y)€D2;
(2,9

Cilculo de / / 7.7 ds
S1

Um vetor normal a S; é dado por Nz = (=24, =2, 1) = (0,2y,1)

. Este vetor aponta para cima.

UFF
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0,2y,
Logo, ni = (7 = /1 + 4y? dxdy. Ento,
1+ 4y?

//?%{ dS:// ((4=9?) =2, —ay.3 (4= 4")) - (0,29,1) dudy =

2 3
// —2zy* + 12 — 3y )dxdy = / / (—21’@/2 + 12 — 3y2) dxdy =
—-2Jo
2

2
:/ [ z’y —1—12:5—31’@/]0 dy—/ (—9y2+36—9y2)dy:/ (—18y2+36)dy:
) —2

-2

= [~6y® +36y]*, =2 (—6-8+36-2) = 48.

Cilculo de / / F .7 ds:
Sa

Temos 715 = — 1 e dS = dydz. Entso,
//?772) s = // (22 —0,0,32) (=1,0,0) dydz = —//22 dydz .
Sa Do Do

Cilculo de / / F.mds
S3

%
Temos 73 = 1 e dS = dydz. Entio,

//F2 ng dS = // 2> —3,-3y,3z) - (1,0,0) dydz =
// 2 3) dydz_//z dydz_g// dydz .

Cilculo de / / F .7 ds
S4

_>
Temos 715 = — K e dS = dxdy. Ent3o,

//? 7 dS = // —2y,0 (0,0,—l)dxdy://dedyzo.
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Assim:
4
//? ﬁdS:§:[/?-ﬁdS:
s i=1"g
:48—//22 dydz+//z2 dydz—S// dydz =
Do 2 Do
248—3// dydz .
Do
Mas
2 4—y? 2
// dydz:/ / dzdy:/ (4—y%) dy =
—2.Jo )
Do
gy’ _ofg_8)_ 2
- [4‘” 3]_2_2<8 3)_ 3
Finalmente:

//? S — 48 — 3——48 32 = 16.

2
Exercicio 9: Calcule //? dS, onde F = <x,y, —%) e S é a superficie de revolucido obtida

girando-se o segmento de reta AB, com A = (0,1,2) e B = (0,2,4) em torno do eixo z, onde o
vetor normal 77 é exterior a S.

Solucao: Uma parametrizacao do segmento AB ¢é dada por:
T(t)=A+t(B—A)=(0,1,2) +1((0,2,4) — (0,1,2)) =

=(0,1,2) +¢(0,1,2) = (0,1 +¢,2+2t)

com 0 § t < 1. Logo, z(t) = 0,y(t) = 1+t = raio de uma circunferéncia transversal e
z(t) = 2 4 2t = altura dessa circunferéncia. Entdo, uma parametrizagdo de S é dada por:
T (t,0) = (y(t) cos B, y(t)senb , z(t)) = ((1+t) cos b, (1 +t)send, 2 + 2t)
0<t<1 .
onde (t,0) € D : { 0<6<or Um vetor normal a S é dado por
- - -
i j k
ﬁ:ﬁxﬁ: cos 6 sen 0 2 | =
—(1+t)senf (1+t)cosf 0
= <—2(1+t)cos€,—2(1+t)sen9,(1+t)00829+(1+t)sen29) =
e
=(1+1t)(—2cosf,—2senf,1) .
UFF
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_>

, . . N 141) (2cos6,2senf , —1
Como 1 é exterior a S, entao o ( ) (2cos sen )

aponta para baixo. Logo, = — =
il [~

e dS = HﬁH dtdo. Entso,

//?-ﬁdsz

s
2
:// ((1—|—t)cos¢9,(1—|—t)sen9,—(2+2t) ) (141t)(2cosb,2senf,—1)dtdd =
D

2

-~

:// [2(1+t)200529+2(1+t)QSen29+%(1+t)2}dt:
D

2(1+t)2
1 2T
://[2(1+t)2+2(1+t)2]dt:/ 4(1+t)2/ dodt =
s 0 0
4 371 8w 567

— - —
Exercicio 10: Calcule //? -7 dS, onde ? =3y%2i +yj +2k e S é a superficie plana
S

Y+ z = 2, interior ao cilindro 22 4+ y2 = 1, com campo de vetores normais 77 tal que 77 - K < 0.

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.
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Y

Como 77 - k < 0, ent3o a terceira componente de W é negativa. Logo, 70 estd voltada para baixo.
Temos S : 2 = z(z,y) = 2 —y, com (z,y) € D : 2% +y*> < 1. Um vetor normal a S é dado
por N = (=24, —2y,1) = (0,1,1) que estd voltado para cima. Logo, 7 = _H§H = (O’_\/lé_l) e

dS = /2 dxdy. Entio,

J[Fetas= [[ G-y v2-0)- 0.-1-1)dody -

://(—y—2+y)dxdy:—2// dedy = —2A(D) = —2r .
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