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Cálculo III-A – Módulo 12 – Tutor

Exerćıcio 1: Calcule
∫∫

S

−→
F ·−→n dS, sendo

−→
F (x, y, z) = y

−→
i −x

−→
j e S a parte da esfera x2+y2+z2 =

= a2, no primeiro octante com a normal apontando para fora.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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Como −→n aponta para fora de S, então −→n =
(x, y, z)

a
. Assim:

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

S

(y,−x, 0) · (x, y, z)
a

dS =

∫∫

S

xy − xy

a
dS =

∫∫

S

0 dS = 0 .

Exerćıcio 2: Calcule
∫∫

S

−→
F · −→n dS, onde

−→
F (x, y, z) = (x, y,−2z) e S é a esfera x2 + y2 + z2 = 4,

com vetor normal −→n exterior.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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Como −→n aponta para o exterior de S então −→n =
(x, y, z)

2
. Logo,
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∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

S

(x, y,−2z) · (x, y, z)
2

dS =
1

2

∫∫

S

(
x2 + y2 − 2z2

)
dS =

=
1

2

∫∫

S

(

x2 + y2 + z2
︸ ︷︷ ︸

=4

−3z2
)

dS = 2A (S)− 3

2

∫∫

S

z2 dS .

Para calcular esta integral, devemos parametrizar S. Temos então:

S : −→r (φ , θ) = (2 senφ cos θ , 2 senφ sen θ , 2 cosφ) ,

com (φ , θ) ∈ D :

{
0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π

e dS = 22 senφ dφdθ = 4 senφ dφdθ. Então,

∫∫

S

z2 dS =

∫∫

D

(2 cosφ)2 4 senφ dφdθ = 16

∫ π

0

cos2 φ senφ

∫ 2π

0

dθdφ =

= −32π

∫ π

0

cos2 φ d (cosφ) = −32π
[
cos3 φ

3

]π

0
= −32

3
π (−1 − 1) =

64π

3
.

Como A (S) = 4π · 22 = 16π. Logo,

∫∫

S

−→
F · −→n dS = 2 · 16π − 3

2
· 64π

3
= 32π − 32π = 0 .

Exerćıcio 3: Calcule o fluxo de ~F (x, y, z) = z ~i + x ~j − 3y2z ~k através da superf́ıcie S, parte do

cilindro x2+y2 = 16 situado no primeiro octante, entre z = 0 e z = 5 e a normal ~n tal que ~n ·~i ≥ 0.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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Como ~n ·~i ≥ 0, então a primeira componente de ~n é não-negativa. Logo, ~n =
(x, y, 0)

a
com a = 4,

isto é, ~n =
(x, y, 0)

4
. Assim, o fluxo é:

Φ =

∫∫

S

~F · ~ndS =

∫∫

S

(
z, x,−3y2z

)
· (x, y, 0)

4
dS =

1

4

∫∫

S

(xz + xy) dS .

Para calcular esta integral, devemos parametrizar S. Temos então S : ~r(t, θ) = (4 cos t, 4 sen t, z),

com (t, z) ∈ D :

{
0 ≤ t ≤ π/2
0 ≤ z ≤ 5

. Logo,

~rt × ~rz =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

−4 sen t 4 cos t 0

0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (4 cos t, 4 sen t, 0)

portanto,
∣
∣
∣
∣~rt × ~rz

∣
∣
∣
∣ =

√
16 cos2 t+ 16 sen2 t+ 0 =

√
16 = 4 .

Como dS =
∣
∣
∣
∣~rt × ~rz

∣
∣
∣
∣ dtdz, então dS = 4 dtdz. Assim:

Φ =

∫∫

S

~F · ~n dS =
1

4

∫∫

D

[

(4 cos t)z + (4 cos t)(4 sen t)
]

4 dtdθ =

=
4

4

∫ 5

0

∫ π/2

0

[

(4 cos t)z + 16 cos t sen t
]

dtdz =

=

∫ 5

0

[[

4 sen t
]π/2

0
z + 8

[

sen2 t
]π/2

0

]

dz =

∫ 5

0

(4z + 8) dz =

=
[
4z2

2
+ 8z

]5

0
= 50 + 40 = 90 .

Exerćıcio 4: Calcule
∫∫

S

~F ·~n dS, onde ~F (x, y, z) = x~i+y~j+z ~k e S a região do plano 2x+3y+z =

= 6, situada no primeiro octante, com ~n · ~k ≥ 0.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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x
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z

~n

S

2

3
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x

y

2

3

D

2x+ 3y = 6

Temos que S : z = 6− 2x− 3y, com (x, y) ∈ D :

{
0 ≤ x ≤ 3

0 ≤ y ≤ 6− 2x

3

.

Da teoria temos que ~N = (−zx,−zy, 1) = (2, 3, 1) é um vetor normal a S, que satisfaz ~N · ~k ≥ 0,

pois a última componente de ~N é positiva.

Então, ~n =
(2, 3, 1)
√
14

. Temos, também, que dS =
√
14 dxdy. Assim, o fluxo é dado por:

Φ =

∫∫

D

~F · ~n dS =

∫∫

D

~F (x, y, 6− 2x− 3y) · (2, 3, 1) dxdy =

=

∫∫

D

(x, y, 6− 2x− 3y) · (2, 3, 1) dxdy =

∫∫

D

(2x+ 3y + 6− 2x− 3y) dxdy =

=

∫∫

D

6 dxdy = 6A(D) = 6 · 1
2
· 2 · 3 = 18 .

Exerćıcio 5: Calcule o fluxo do campo
−→
F (x, y, z) = (x, y, z) através da superf́ıcie lateral do cilindro

circular x2 + y2 = 1, limitada inferiormente pelo plano x + y + z = 1 e superiormente pelo plano

x+ y + z = 2, com vetor normal −→n exterior.

Solução: Se −→n é exterior a S, então −→n =
(x, y, 0)

a
=

(x, y, 0)

1
= (x, y, 0). Logo, o fluxo é dado por:

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

S

(x, y, z) · (x, y, 0) dS =

∫∫

S

(
x2 + y2

)

︸ ︷︷ ︸

=1

dS =

∫∫

S

dS

onde S é parametrizada por −→r (θ , z) = (cos θ , sen θ , z), com (θ , z) ∈ D : 0 ≤ θ ≤ 2π,

UFF IME - GMA
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1− cos θ − sen θ ≤ z ≤ 2− cos θ − sen θ e dS = a
︸︷︷︸

=1

dθdz = dθdz. Assim:

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

D

dθdz =

∫ 2π

0

∫ 2−cos θ−sen θ

1−cos θ−sen θ

dzdθ =

=

∫ 2π

0

(2− cos θ − sen θ − 1 + cos θ + sen θ) dθ =

∫ 2π

0

dθ = 2π .

Exerćıcio 6: Calcule o fluxo do campo vetorial
−→
F (x, y, z) = (y,−x, z2) através da superf́ıcie

S : z = x2 + y2, com 0 ≤ z ≤ 1, na direção do vetor normal −→n exterior.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

~n

D
1

1

1

Temos S : z = z (x, y) = x2 + y2, com (x, y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1. Um vetor normal a S é

dado por
−→
N = (−zx ,−zy , 1) = (−2x ,−2y , 1). Mas este vetor aponta para cima, isto é, para o

interior de S. Logo, −
−→
N = (2x, 2y,−1) aponta para o exterior de S. Assim, −→n =

(2x, 2y,−1)
√

1 + 4x2 + 4y2

e dS =
√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy. Então,
∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

D

(

y,−x,
(
x2 + y2

)2
)

· (2x, 2y,−1) dxdy =

=

∫∫

D

(

2xy − 2xy −
(
x2 + y2

)2
)

dxdy = −
∫∫

D

(
x2 + y2

)2
dxdy .

Passando para coordenadas polares, temos (x2 + y2)
2

= (r2)
2

= r4 , dxdy = r drdθ e

Drθ :

{
0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π

. Logo,

∫∫

S

−→
F · −→n dS = −

∫∫

Drθ

r4 · r drdθ = −
∫ 2π

0

∫ 1

0

r5 drdθ =

= −
[
r6

6

]1

0

∫ 2π

0

dθ = −2π

6
= −π

3
.
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Exerćıcio 7: Calcule
∫∫

S

−→
F ·−→n dS, onde

−→
F = x2−→i +y2

−→
j +z2

−→
k e S é a superf́ıcie plana x+y = 2,

delimitada pelos planos coordenados e pelo plano z = 4 e a normal se a afasta da origem.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.

x

y

z

S

~n

2

2

4

Temos S : y = y (x, z) = 2−x com (x, z) ∈ D : 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 4. Então, uma parametrização

de S é dada por −→r (x, z) = (x , 2− x , z) , com (x , z) ∈ D : 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 4. Um vetor

normal a S é

−→
N =

∂−→r
∂x

× ∂−→r
∂z

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −1 0

0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1 ,−1 , 0) .

Este vetor aponta para a origem. Logo, −→n = −
−→
N

∥
∥
∥
−→
N
∥
∥
∥

=
(1, 1, 0)
√
2

e dS =
√
2 dxdz. Assim,

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

D

(
x2 , (2− x)2 , z2

)
· (1, 1, 0) dxdz =

∫∫

D

(
x2 + (2− x)2

)
dxdz =

=

∫ 2

0

(
x2 + (2− x)2

)
∫ 4

0

dzdx = 4

[

x3

3
− (2− x)

3

3

]2

0

=
4

3
(8 + 8) =

64

3
.

Exerćıcio 8: Calcule
∫∫

S

−→
F · −→n dS, onde

−→
F = (z2 − x ,−xy , 3z) e S é a superf́ıcie do sólido

limitado por z = 4− y2, x = 0, x = 3 e o plano xy, com vetor −→n exterior.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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x

y

z

S1

~n1

S2

~n2

S3

~n3

S4~n4

2

−2

3

4

Vemos que S = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4, onde

S1 : z = z (x, y) = 4− y2 , (x, y) ∈ D1 : 0 ≤ x ≤ 3 ,−2 ≤ y ≤ 2 ;

S2 : x = 0 , (y, z) ∈ D2 : −2 ≤ y ≤ 2 , 0 ≤ z ≤ 4− y2 ;

S3 : x = 3 , (x, y) ∈ D2 ;

S4 : z = 0 , (x, y) ∈ D1 .

Como S está orientada, então:

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

4∑

i=1

∫∫

Si

−→
F · −→ni dS .

Cálculo de

∫∫

S1

−→
F · −→n1 dS

Um vetor normal a S1 é dado por
−→
N = (−zx,−zy, 1) = (0, 2y, 1). Este vetor aponta para cima.

UFF IME - GMA
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Logo, −→n1 =
(0, 2y, 1)
√

1 + 4y2
e dS =

√

1 + 4y2 dxdy. Então,

∫∫

S1

−→
F · −→n1 dS =

∫∫

D1

((
4− y2

)2 − x ,−xy , 3
(
4− y2

))

· (0, 2y, 1)dxdy =

=

∫∫

D

(
−2xy2 + 12− 3y2

)
dxdy =

∫ 2

−2

∫ 3

0

(
−2xy2 + 12− 3y2

)
dxdy =

=

∫ 2

−2

[
−x2y2 + 12x− 3xy2

]3

0
dy =

∫ 2

−2

(
−9y2 + 36− 9y2

)
dy =

∫ 2

−2

(
−18y2 + 36

)
dy =

= [−6y3 + 36y]
2
−2 = 2 · (−6 · 8 + 36 · 2) = 48 .

Cálculo de

∫∫

S2

−→
F · −→n2 dS:

Temos −→n2 = −
−→
i e dS = dydz. Então,

∫∫

S2

−→
F · −→n2 dS =

∫∫

D2

(
z2 − 0, 0, 3z

)
· (−1, 0, 0) dydz = −

∫∫

D2

z2 dydz .

Cálculo de

∫∫

S3

−→
F · −→n3 dS

Temos −→n3 =
−→
i e dS = dydz. Então,

∫∫

S3

−→
F · −→n3 dS =

∫∫

D2

(
z2 − 3,−3y, 3z

)
· (1, 0, 0) dydz =

=

∫∫

D2

(
z2 − 3

)
dydz =

∫∫

D2

z2 dydz − 3

∫∫

D2

dydz .

Cálculo de

∫∫

S4

−→
F · −→n4 dS

Temos −→n4 = −
−→
k e dS = dxdy. Então,

∫∫

S4

−→
F · −→n4 dS =

∫∫

D1

(−x,−xy, 0) · (0, 0,−1) dxdy =

∫∫

D1

0 dxdy = 0 .

UFF IME - GMA
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Assim:
∫∫

S

−→
F · −→n dS =

4∑

i=1

∫∫

Si

−→
F · −→ni dS =

= 48−
∫∫

D2

z2 dydz +

∫∫

D2

z2 dydz − 3

∫∫

D2

dydz =

= 48− 3

∫∫

D2

dydz .

Mas
∫∫

D2

dydz =

∫ 2

−2

∫ 4−y2

0

dzdy =

∫ 2

−2

(
4− y2

)
dy =

=
[

4y − y3

3

]2

−2
= 2

(

8− 8

3

)

=
32

3
.

Finalmente: ∫∫

S

−→
F · −→n dS = 48− 3 · 32

3
= 48− 32 = 16 .

Exerćıcio 9: Calcule
∫∫

S

−→
F · −→n dS, onde

−→
F =

(

x, y,−z2

2

)

e S é a superf́ıcie de revolução obtida

girando-se o segmento de reta AB, com A = (0, 1, 2) e B = (0, 2, 4) em torno do eixo z, onde o

vetor normal −→n é exterior a S.

Solução: Uma parametrização do segmento AB é dada por:

−→r (t) = A+ t(B −A) = (0, 1, 2) + t ((0, 2, 4)− (0, 1, 2)) =

= (0, 1, 2) + t (0, 1, 2) = (0, 1 + t, 2 + 2t)

com 0 ≤ t ≤ 1. Logo, x(t) = 0 , y(t) = 1 + t = raio de uma circunferência transversal e

z(t) = 2 + 2t = altura dessa circunferência. Então, uma parametrização de S é dada por:

−→r (t, θ) = (y(t) cos θ , y(t) sen θ , z(t)) = ((1 + t) cos θ , (1 + t) sen θ , 2 + 2t)

onde (t, θ) ∈ D :

{
0 ≤ t ≤ 1
0 ≤ θ ≤ 2π

. Um vetor normal a S é dado por

−→
N = −→rt ×−→rθ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−→
i

−→
j

−→
k

cos θ sen θ 2

− (1 + t) sen θ (1 + t) cos θ 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
(

− 2 (1 + t) cos θ ,−2 (1 + t) sen θ , (1 + t) cos2 θ + (1 + t) sen2 θ
︸ ︷︷ ︸

1+t

)

=

= (1 + t) (−2 cos θ ,−2 sen θ , 1) .

UFF IME - GMA
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x

y

z

S

~n

Como −→n é exterior a S, então −→n aponta para baixo. Logo, −→n = −
−→
N

∥
∥
∥
−→
N
∥
∥
∥

=
(1 + t) (2 cos θ , 2 sen θ ,−1)

∥
∥
∥
−→
N
∥
∥
∥

e dS =
∥
∥
∥
−→
N
∥
∥
∥ dtdθ. Então,

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

=

∫∫

D

(

(1 + t) cos θ , (1 + t) sen θ ,−(2 + 2t)
2

2

)

· (1 + t) (2 cos θ , 2 sen θ ,−1) dtdθ =

=

∫∫

D

[

2 (1 + t)2 cos2 θ + 2 (1 + t)2 sen2 θ
︸ ︷︷ ︸

2(1+t)2

+
4

2
(1 + t)2

]

dt =

=

∫∫

D

[
2 (1 + t)2 + 2 (1 + t)2

]
dt =

∫ 1

0

4 (1 + t)2
∫ 2π

0

dθdt =

= 2π · 4
3

[
(1 + t)3

]1

0
=

8π

3
(8− 1) =

56π

3
.

Exerćıcio 10: Calcule
∫∫

S

−→
F · −→n dS, onde

−→
F = 3y2z

−→
i + y

−→
j + z

−→
k e S é a superf́ıcie plana

y + z = 2, interior ao cilindro x2 + y2 = 1, com campo de vetores normais −→n tal que −→n ·
−→
k < 0.

Solução: O esboço de S está representado na figura que se segue.
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x

y

z

S

D

~n
2

1
1

Como −→n ·
−→
k < 0, então a terceira componente de −→n é negativa. Logo, −→n está voltada para baixo.

Temos S : z = z (x, y) = 2 − y, com (x, y) ∈ D : x2 + y2 ≤ 1. Um vetor normal a S é dado

por
−→
N = (−zx,−zy, 1) = (0, 1, 1) que está voltado para cima. Logo, −→n = −

−→
N

∥
∥
∥
−→
N
∥
∥
∥

=
(0,−1,−1)

√
2

e

dS =
√
2 dxdy. Então,

∫∫

S

−→
F · −→n dS =

∫∫

D

(
3y2 (2− y) , y , 2− y

)
· (0,−1,−1) dxdy =

=

∫∫

D

(−y − 2 + y) dxdy = −2

∫∫

D

dxdy = −2A(D) = −2π .
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