Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Matematica Aplicada

Calculo lHI-A — Médulo 13 — Tutor

Exercicio 1: Verifique o teorema de Gauss calculando a integral de superficie e a integral tripla para
o campo F(z,y,2) =2xi+2y j+ 2*> ke S é a superficie da seguinte regido:

W={(z,y,2); 2 +y*<1,0<z<1}.

Solucao: O esbogo do sélido W esta representado na figura que se segue.

Vemos que a fronteira de W é constituida de trés superficies: OW = S = S;U S, U S3, como mostra
a figura acima. Orientando positivamente S = W, devemos verificar que

//ﬁ~ﬁd5:///divﬁdv

10)%% w
//ﬁnq dS+//ﬁ-@dS+//ﬁ-n§dS:///divﬁdV.
S1 So S3 w

Cilculo de / / F.n, dS
St

Temosque Sy : 2 =1, (z,9) € D: 2> +y> < 1,1y =k = (0,0,1) e dS = /1 + (2,)% + (2,)? dady =

ou
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=1+ 0+ 0dxdy = dxdy. Entao,

[/ﬁ?ﬂ dszé/(%ﬂ%ﬁ)'(0,0,1)dxdy://(0+0+1) dudy —

1 D
://dxdyzA(D)zﬂ-lQZW.
D

Cilculo de / / F-mydS
So
(z,y,0)

Temos que Sy : 22 +y? < 1 com 0 < z < 1. Entio, n5 é exterior a IW. Logo 1y = = (7,9,0).

Assim,
//ﬁn} dsS = // (2x,2y,z2) (z,y,0) dS = // (2:162—1-23/2) dsS =
Sa Sa S2

Como 22 + y? em S, é igual a 1, temos:

4/13-@dS:24/dS:2A(SQ):2(27rrh)

comr=1eh=1. Logo,
//ﬁ-nadszzm.
Sa

Cilculo de / / F-njy dS
S3

Temos que S3: 2 =0, (z,y) € D : > + y*> < 1. Como n3 aponta para baixo, entdo n3 = —k =
= (0,0, —1). Temos, também, que dS = /1 + (2,)® + (2,)2 daedy = /14 0+ 0dzdy = dzdy.

Entao,
//ﬁ?ﬂ; dS://(Qx,Qy,O2)~(O,O,—1) dxdy://(0+0+0) dxdy = 0.
Ss D D

Portanto,

//ﬁ-ﬁdS:ﬁJrllﬂ—i—O:Em.
oW

Cilculo de / / / divE dV
w
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Temos que divFF = 242422 = 4+22. A descricdo de W em coordenadas cilindricas ¢é
0<r<i1

Weos : 0<6<2r . Como dV = rdrdfdz, entdo,
0<2<1

///d”ﬁdvz///(“%) dV:///(4+22) rdrddz =

1 por pl 1 o el
= / / / (4+ 22) rdzdfdr = / T/ / (4+22) dzdfdr =
o Jo Jo 0 o Jo
1 2 1 1 21 1 2-1
:/ r/ [4z+22}0d9dr:5/ 7"/ d9dr=107r/ T'dT'Zlo’/T[r—] = 5.
0 0 0 0 0 2]o

Assim, o teorema de Gauss esta verificado.

Exercicio 2: Aplique o teorema da divergéncia para obter o fluxo do campo F através de S, orientada
positivamente:

a) Fla,y,2) = (22 +y2)i+ (42— 2zy)j + (42 — 2y2)K, onde S é a superficie do sélido W
limitado pelo cone © = \/y? + 22 e pelo plano z = 3.

b) F(z,y,2) = (2 + ysenz) i+ (y® + zsen ) j+2°k, onde S & a superficie do sélido I limitado

pelos hemisférios z = /4 — 22 — y?, 2 = /1 — 22 — y? e pelo plano z = 0.

) F(z,y,2) = (zy? + cos z) i+ (22y + sen z) j+ e¥K, onde S é a superficie do sélido W limitado
pelo paraboloide z = 22 + 3? e pelo plano z = 4.

Solucao:

a) Invertendo os eixos coordenados, temos o esbogo de T na figura que se segue.
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Como F é de classe C! em R3 e S = OW esta orientada positivamente, entdo, pelo teorema de

Gauss temos:
//F ndS = ///dldeV

S5=aw
ondedivﬁ:2x+2y—2x+4—2y:4 Logo,

S/aéFndS 4///dv W(W) =4 (5mrh)
//ﬁ-ﬁdsz36w.

onde r =3 e h = 3. Assim,
S=oW

b) O esboco do sélido W esta representado na figura que se segue.

Como F é de classe C! em R3 e § = OW est4 orientada positivamente, entdo pelo teorema de

Gauss, temos
//F it dS = ///divﬁdv

sZow
onde divF = 322 + 3y% + 322 = 3 (22 + y% + 22). Passando para coordenadas esféricas, temos
1<p<2
2?4+ y*+ 22 = p?, dV = p*sen ¢ dpdpdh e W, : . 0< 6 <2m . Entio,
0<¢p<m7/2
//F ndS—S///:L’—l—y + 22 dV—3/// psen¢ dpdpdf =
S=0W W40
w/2
_3/ / sengb/ d0d¢dp—67r/ [—cosqb} dp =
0

= 6 [”—d} T(s2—1)="2".
1
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c) O esbogo de W esta representado na figura que se segue.

Como F é de classe C! em R3 e S = OW esta orientada positivamente, entdo, pelo teorema de

Gauss temos:
//ﬁ-ﬁdsz///divﬁdv
w

sZow
onde divF = y2 + 22 = 2% + y2. Passando para coordenadas cilindricas, temos que z2 + y% = r2,

0<r<2
dV = rdrdfdz e W,g, : 0 <6 <27 . Entdo,
r2<z<4
//ﬁ.ﬁdsz///(x2+y2)dvz///r2-rdrdedzz
S=oW W Wio-

2 27 4 2 2
:/ ?"3/ / dzd@dr:/ r3/ (4—T2)d0dr:
0 0 2 0 0
4t 76
T

2 2
:27r/ r3(4—r2)dr:27r/ (4r3—r5)d7“:27r[4 -5
0 0

:27r<16—?;)—2):32—77.
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Exercicio 3: Fechando, de uma forma adequada, as superficies abertas dadas e utilizando o teorema
de Gauss, calcule o fluxo do campo F' através de S, com 77 exterior a superficie fechada

—

a) F(z,y,2z) = (0,0,2z), onde S é a superficie do paralelepipedo limitado pelos planos coorde-
nados e pelos planos =1, y = 2 e 2 = 3, exceto a face superior;

b) F(x,y,2) = (z,y,2), onde S : 22 4 4% + 22 = a® com z < 0;

c) ﬁ(x,y,z) = zarctg(y?) it 23 In(z% + 1) j+zK onde S:z=2—22—y% com1<z<2

Solucao:

a) O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

. Iﬁl
i = o
i it
]
; _
.l 4
i 1
ek
~ e
i i
i

it S
gy

—

n

Consideremos S = S U Sy, onde S; é dada por S; : z = 3, (z,y) € D : { , orientada

com 1y = k e dS = \/1+ (22)2 + (2)2 dedy = V1 + 0 + 0dady = dady.

o O
IAINA
VAIVAN
— =

< 5

Seja W o sélido limitado por S. Como OW = S esta orientada positivamente e F é de classe C*
em R3, entdo, pelo teorema de Gauss, temos:

//ﬁ-ﬁdS:/J/divﬁdV

S=0W

onde divF = 0 +0+2=2. Logo,

//ﬁ-ﬁdsz2///dV:QV(W):2(1-2-3):12
S=ow w

//ﬁ-ﬁdSJr//ﬁ-m ds =12.

S S1
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Mas,
S/I/ﬁnﬁ dSzé/(0,0,Q-?,)-(0,0,l) dxdy://G dxdy = 6A(D) =6(1-2) =12.

D

//ﬁ~ﬁd5:12—12:0.
S

b) O esboco de S esta representado na figura que se segue.

Logo,

Consideremos S = SU Sy, onde S; é dada por S; : 2 =0, (r,y) € D : 2* +y* < a?, orientada com
n =kedS=/14(2,)2+ (2y)? dady = v/1+ 0 + 0dzdy = dzdy.

Seja W o sélido limitado por S. Como a fronteira de W, S = W, esta orientada positivamente e
F' é de classe C'' em R?, entdo, pelo teorema de Gauss, temos:

//ﬁ-ﬁdS:/VV//divﬁdV

S=0W

ondedivF =1+1+1=3. Logo,

//ﬁ-ﬁdSz///Sdei%V(W):3<%-§7m3):27ra3

S=ow
ou
//ﬁ.ﬁds+//ﬁ-md5:2m3.
S S1
Mas,
//ﬁnﬁ dS://(x,y,O)~(0,0,1) dxdy://Od:Edy:O
S D D
logo:

//ﬁ-ﬁdsz2m3.
S
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c) O eshbogo de S esta representado na figura que se segue.

T xz

Consideremos S = S U S}, onde S é dada por Sy : z =1, (z,y) € D : 22 + 32 < 1, orientada com
ny = —k = (0,0,—1) e onde dS = /1 + (2,)2 + (2,)? dzdy = /1 + 0+ 0 dzdy = dzdy.

Seja W o sélido limitado por S. Como S = OW esta orientada positivamente e F é de classe C*
em R3, entdo, pelo teorema de Gauss, temos

//ﬁ-ﬁdsz/w//divﬁdv

S=0W

//ﬁ.ﬁdsz/vv//dv.

S=0W

onde divE = 0 +04+1=1. Logo,

Calculo de / / / dVv
1%
0<r<i1

Passando para coordenadas cilindricas, temos dV = rdrdfdz e W,y : ¢ 0<60 <27 . Ent3o,
1<2<2—72

/W//dvz///rdrded,z:/olr/o%/iTdedeT:

Wi

1 2 1 2w
:/ T/ (2—T2—1)d(9dr:/ 7“(1—7“2)/ dfdr =
0 0 0 0
1

1
_ N dp —on | ] 2T
—27r/0 (7" r)dr—27r[2 4}0 1 5
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Logo,
= = e
//F -1 dS = 5
S=ow
ou
Lﬁfﬁﬂﬂ[ﬁWMM:g
S S1
Mas,
//ﬁ -y dS = //(1 -arctg(y®), 1° - In(2z® + 1),1) - (0,0, —1) dwdy =
S D
= //—dxdy =-AD)=—7-1*=—7.
D
Finalmente:

Foids =T I
//F'ndS—E—(—’/T)—2+7T— 5
S

Exercicio 4: Calcule //(rotﬁ) -1 dS, sendo F(z,y,2) = (6" —y) i+ (zz+¢?) j+2yzke S éa
S
parte da esfera 22 + y? + 22 — 42 = 0, com 2z < 1, orientada com 77 exterior.

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

X T

Consideremos S = S U S|, onde S; é dada por Sy : 2z = 1, (z,9) € D : 22 +y? < (v/2)?, orientada
com ny = k e onde dS = /1 + (2,)% + (2,)? dzdy = V1 + 0+ 0 dzdy = dxdy.

Seja W o sélido limitado por S. Como a fronteira de W, 0WW = S, esta orientada positivamente e
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rotF é de classe C' em R3 ent3o, pelo teorema de Gauss, temos
//ﬁ-ﬁdsz///div(rotﬁ) dv
S=ow w

onde div(rotﬁ) =V (VX 13) = 0, por propriedade dos operadores diferenciais (ver pag 10 do

Médulo 7). Ent3o,
//(rotﬁ)-ﬁdsz///oczvzo
S=ow w
//(rotﬁ)-ﬁds+//(rotﬁ) iy dS =0.
S S1

Célculo de / / (rotF) - 1y dS
St

ou

Temos, . . .
i J k
rotF = 8% 6% % =22 —2,0,24+1)
e’ —y xz+y? 2z
Logo,
//(rotﬁ)-ﬁl dS://(Q-1—x,0,1—|—1)-(0,0,1) dady =
S D
= //(2—:10,0,2) -(0,0,1) dedy = //2 dxdy = 2A(D) =
D D
=2 (n(v3)?) =6m.
Portanto,

//(rotﬁ)~ﬁdS:—6w.
S

Exercicio 5: Seja W a regido limitada pelo cilindro parabdlico z = 1 — 22, o plano y + 2 =2
e os planos coordenados z = 0 e y = 0. Calcule o fluxo do campo F' = (z + e Ysenz) i+
+(y + arctg z) j+ (senx + cosy) k através da superficie S de W' com normal 77 exterior a W.

Solucao: O esboco da regido W estd representado na figura que se segue.
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Como S = OW esta orientada positivamente e F é de classe C'' em R3, entdo, pelo teorema de

Gauss, temos
//ﬁ-ﬁdsz///divﬁdv
W

S=0W

onde divF = 1 +1+0=2. Logo,

/4ﬁﬁd5:/!/2dvzz/w//dv

onde a regido W é dada por
W ={(x,y,2); (x,2) € Dy, e 0<y<2—2z}

com D,, = projecao de W no plano xz.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 13 12

-1 <z<1 -
Logo, temos Dm.{ 0<z<1_22" Entao,
2—z
///dv /// dydxdz-//2—z ) dxdz =
Da:z sz

://19: 2—2z) dzdx—/ [22—?};I2daﬂ:

_ 5/1 41— o) — (1 — %)% do =

1
:1/ (4—4x2—1+2x2—x4)dx:

2/
1 ! 4 1 223 2511
:—/ (3—21’ —x)da::—[Sx———— =
_1 2 511
1 2 1 32
=52(8-3-3)=%.

Logo,

//F 7 ds =232 64.

S=0W
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