Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Matematica Aplicada

Calculo lHI-A — Médulo 14 — Tutor

Exercicio 1: Verifique o teorema de Stokes, calculando a integral de linha e a integral de superficie
para o campo F' e a superficie S.

a) ﬁ(a:,y,z) = ny— zj—i— 3k, S éa parte do paraboloide z = 4 — 2% — y? interior ao cilindro
2% +y? =1, sendo 7 tal que i - k > 0.

b) ﬁ(x,y,z) = (22,7,3y), e S a por¢do do plano z — z = 0, contida no cilindro z? + y* = 4,
sendo 7 tal que 71 - k> 0.

Solucao:

a)Dez=4—2>—y?>ex?+y* =1, temos z = 3. Logo, a intersecdo do paraboloide com o cilindro
ocorre no plano z = 3. Assim, o esboco de S estd representado na figura que se segue.

Devemos verificar que

Cilculo de ]{ F.dr
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Pelas consideracbes acima, vemos que C' é a intersecdao do paraboloide com o plano z = 3, isto é,

2 2
T =1 L7 - - L,
C: { Y _ 3 Como 77 - k > 0 entdo a Ultima componente de 72 é maior que zero, portanto

77 aponta para cima. Logo, pela “regra da mao direita” vemos que C' estd orientada no sentido
anti-horario quando vista de cima. Assim, uma parametrizacdo de (' é dada por x = cost, y = sent
ez=3,com0<t<2m Logo, dr = —sentdt, dy = costdt e dz= 0. Entao,

2m
j{ﬁ~dfz jléydx—zdijde:/ [2sent(—sent) — 3(cost) + 3 0] dt =
0

C=08 C=08

27 -
:/ (—2sen2t—3cost) dt = [—2-1<t—sen2t> —3sent] = —971.
0 2 2 0

Cilculo de / / rot F -7 dS

Temos S tz=4- x? —y?, com (x,y) € D : 2* + y* < 1. Como 7 aponta para cima, temos

onde N = (=24, —2y,1) = (22,2y,1). Temos também que dS = HNH dxdy. Além

e 7= 37
disso, temos S
i j k
= o o o |_ B
2y —z 3

Portanto,

//rotF i dS — //10 (22,2, )dxdy://(Qx—2)dxdy:
//2xdxdy—2//dxdy

Como a fungdo f(x,y) = 2x é impar na variavel = e D tem simetria em relagdo ao eixo y entdo,

//Qxda:dy:O.
D

//rotF i dS=—-2A(D)=-2(r-1*) = —2r.

Logo,

Assim, o teorema de Stokes estd verificado para este caso.

b) O esboco de S estd representado na figura que se segue.
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Devemos verificar que

Cilculo de ]4 F.dr

C=08

2 +yt=4

r—z=0"
portanto 7 aponta para cima. Logo, C' estd orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.
Portanto, a projecdao de (' sobre o plano xy estd orientada no sentido anti-horario. Assim, uma
parametrizacdo de C' é dada por x = 2cost, y = 2sent e z = 2cost, com 0 < t < 27w. Logo,
dx = —2sentdt, dy = 2costdt e dz = —2sentdt. Entao,

Temos que C : { Como 7 - k > 0 entdo a Ultima componente de 77 é positiva,

7{ ﬁ-dfzj[dex%—xdy%—?)ydz:
c=08 c

= /27r [2(2cost)(—2sent) + (2cost)(2cost) + 3(2sent)(—2sent)| dt =

27
:/ (—8sentcost+40082t— 125611215) dt =
0

21

cos? t 4 sen 2t 12 sen 2t
—[8- . +§<t+ : )—7<t— : )]O — 04227 —6-2m — —8n.

Cilculo de / / rot F -7 dS
S

2

Temos S : z =z, com (z,y) € D : 2? + y?> < 4. Como 7 aponta para cima, temos que 77 =

=
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onde N = (=24, —2y,1) = (—1,0,1). Temos também que dS = HJ\W dxdy. Além disso, temos

._.
RS
Pl =

—»_ 8 .
rot ' = o =(3,2,1).
2z x 3y
Portanto,
//rotﬁ-ﬁdS: //(3,2,1)-(—1,0,1)0[1’0[3/: //(—3+1)dxdy:
s D D

— —2A(D) = —2(r - 2%) = —8r.

Assim, o teorema de Stokes estd verificado.

Exercicio 2: Use o teorema de Stokes para calcular /ﬁ - dr, onde
C

a) F(z,y,2) = yzi+ayj+ zzk e C é o quadrado de vértices (0,0,2), (1,0,2), (1,1,2) e
(0,1,2), orientado no sentido anti-horario quando visto de cima;

—

b) F(z,y,2) = yi+zj+xkeC éa fronteira do tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1),
percorrido nessa ordem;

¢) F(z,y,2) = (y— 2,2 —x,x —y) e C' é a curva intersecio do cilindro z2 4+ y> = 1, com o
plano  + z = 1, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima;

—

d) F(x,y,z2) = (z +y2 e +1,In(z241) + y) e C' é parametrizada por (t) = (2 cost,2sent,
4 —2sent), com t € [0, 27].

Solucao:

a) Observemos que o quadrado C' esta contido no plano z = 2. Portanto, consideremos a superficie
S, por¢do do plano z = 2, limitada por C'. Logo, temos que S : z =2, com (z,y) € D: 0 <z <1,
0<y<1.

O esbogo de C' estd representado na figura que se segue.
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Como 0S estd orientado no sentido anti-horario quando visto de cima ent3o, usando a “regra da
mao direita”, vemos que 17 = k. Temos,

45 = \J1+ (22)? + (5,)? dedy = VI 04 0 dedy = drdy.

Além disso,

._
Pl

J

S_ | 0 0 _ _ N _ _
rot F' = % a_y - (O>y Y Z) - (07y 2>y 2)
yz Iy xz

em S. Como F é de classe C' em R3 e C' = OS5 esta orientado positivamente, entdo pelo teorema
de Stokes, temos

fﬁ.dfzé/rotﬁ.ﬁdS:é/(O,y—Q,y—Q)-(0,0,1)dxdy:
://(y—Q)dxdy:/Ol/ol(y—Q)dxdy:/Ol(y_g)dy: [y_;_Qy]::

D

_9=_3,
2

b) O esboco de C estd representado na figura que se segue.
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X

A equacao do plano do tridngulo é g—l—%—i—% =londea=1,b=1ec=1,istoé, x+y+2z=1.
Entdo, considere a superficie S, porcao desse plano, limitada por C'. Temos, entdo, S : z = 1—xz—y,
com (z,y) € D:0<z<1,0<y<ux.

Como a curva (' esta orientada no sentido anti-hordrio, entao pela “regra da mao direita”, vemos

que 7 aponta para cima. Logo, 7l = ” ” onde N = (=24, —2y,1) = (1,1,1). Temos também que
dS = | N| dady = v/3 dzdy. Além disso, temos

i j k
S_ |0 9 0 | _ ., 4+ 4 _
Yy z

Como F é de classe C! em R3 e C' = OS estd orientada positivamente, entdo pelo teorema de

Stokes temos
/ //rotF ndS = // —1,-1)-(1,1,1) dedy =

/(—1—1—1)dxdy:—3A(D):—3<%-1~1>:—;

So—

c) O esbogo de C' estd representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 14 — Tutor 7

Consideremos a superficie S, por¢ao desse plano x + z = 1 que se projeta sobre o plano zy, segundo
odisco D : 2% +y*> < 1. Entdo temos que S: 2 =1—1x, com (z,y) € D : 2*> + y* < 1.

Como (' esta orientada no sentido anti-horario, entdo pela “regra da mao direita”, vemos que 7

aponta para cima. Logo, 7i = ” 7] e dS = HNH dxdy onde N = (=24, —2y,1) = (1,0,1) portanto
n= OL\/’;) edS = HNH dxdy = /2 dxdy. Por outro lado,
i j K
i 0 0 0 11 11 11— (9 o _
otF=| o o 5 | =1Ll Lol 1) = (22,22, -2).

y—2z 22— T—1Y

Como F é de classe C! em R3 e C' = 95 (bordo de S) estd orientada positivamente, entdo pelo
teorema de Stokes temos

/F dr—//rotF ndS = // —2,-2)-(1,0,1) dedy =

= —4A(D) = —4(r-1%) = —4n.

d) Como v(0) = v(27) = (2,0,4), entdo C é uma curva fechada tendo equagdes paramétricas
x=2cost,y=2sentez=4—2sent, com0 <t < 2, portanto 22 +y?> =4 e z =4 —y. Logo,
C' é a intersecdo do cilindro 22 4 32 = 4 com o plano z = 4 — y e cujo esboco est3 representado na
figura que se segue.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 14 — Tutor

Da parametrizacdo de C, vemos que C estd orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Consideremos a superficie S porcdo do plano z = 4 — y, limitada por C'. Ent3do temos que
S:z=4—y, com (r,y) € D : 2> +y?> < 4. Como C estd orientada no sentido anti-

z " ~ g ~ - - m" - . ~ — N
-horario entao pela “regra da mao direita”, vemos que 7 aponta para cima. Entao n = m

onde N = (—z,, —2y,1) =(0,1,1). Logo 7l = (O’\}él) e dS = /2 dxdy. Temos também,

i j K
- 9 9 9
ot FF=| = o o = (1,1, -2y).

492 e +1 In(22+1)+y

Como F é de classe C! em R3 e C' = OS5 estd orientado positivamente, entdo pelo teorema de

/ﬁ-df://rotﬁ.ﬁdsz//(LL—Qy)-(0,1,1)dxdy=
C

S D

://(1—2y)dxdy://dxdy+//(—2y)dxdy-

//dIdy:A(D):ﬂ'-22:47T
D

e / / (—2y) dady = 0

UFF

Stokes temos

Como
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pois a fungdo f(x,y) = —2y é impar na varidvel y e D tem simetria em relagdo ao eixo z entdo,

/ﬁ~df’z47r.
c

Exercicio 3: Use o teorema de Stokes para calcular //rotﬁ -ndS

a) F(x,y,2) = 22e¥* 1 + 42" j + 22e™ Kk, S é o hemisfério 22 4+ y2 + 22 = 4, z > 0 e com
orientagcao para cima;

b) F(x,y,2) = (zy2,x, 2%) e S qualquer superficie cujo bordo seja a curva y(t) = (2cost, 3sent, 1),
com 0 < ¢t < 27, com a normal apontando para cima.

Solucao:

a) O esboco de C estd representado na figura que se segue.

De acordo com a orientacdo de S, vemos que C' = 0.5 tem orientagdo no sentido anti-horario quando
vista de cima. Como F' é de classe C! e C' = O0S est3 orientado positivamente ent3o pelo teorema
de Stokes temos que

//rotﬁ-ﬁdS:/ ﬁ~d?=/a:Qeyzdx—i—erw?dijzQewydz
g Cc=08 c

onde C' é dada por 2> + y?> = 4 e z = ( portanto dz = 0. Logo,

//rotF ndS = /:1:26 d:ic—l—y dy—// 8Q 8—P da:dy:
// 2x1%e” —O dxdy—//Qa:y da:dy:O

2x

pois a funcdo f(x,y) = 2xy*e® é impar na varidvel x e D tem simetria em rela¢do ao eixo y.

Em % usamos o teorema de Green.
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b) Temos que C'= 05 : y(t) = (2cost,3sent, 1), com 0 <t < 2w. Como a orientagdo de C, que
é anti-hordria quando vista de cima, estd de acordo com a normal 7z e como F ¢ de classe C'! em
R3, entdo pelo teorema de Stokes temos

é/r"tﬁ'ﬁ“:/ﬁd?:/:ﬂﬁw(t))-wt)dt:

2m
:/ F(2cost,3sent, 1) (—2sent,3cost,0)dt =
0

27
= / (2cost(3sent)®,2cost, 1) - (—2sent,3cost,0) dt =
0

27

6
+ §(t+sen2t) .=

sen*t
4

27
= / (—36 costsen®t + 6cos*t) dt = [—36~
0

=0+3-2r=6m.

Exercicio 4: Seja F(z,y, z) = (82° + 22, =3z, 222 — 3y).
a) F é um campo conservativo em R3? Por qué?
b) Se C' é o segmento de reta que liga (0,0,0) a (2,1, 3), calcule /ﬁ~df.
C

Solucao:

a) Temos que

i j K
= 0 0 0 =
rot F/ = o 7 e =(-3+3,22—-22,0)=0.

813+ 22 —3z 2xz— 3y

Como F' é um campo de classe C'' em R3 com rot I = 0 e R3 é um conjunto simplesmente conexo
entdo, pelo teorema das equivaléncias, segue que F' é conservativo.

b) Como F' é conservativo, entdo existe uma funcio o(x,y, z) diferencidvel em R3 tal que Vo = F
em R? ou

00 _ g3 .2
o = Or" + 2 (1)

Op B

oy B
a0 = 2zz — 3y (3)
Integrando (1), (2) e (3) em relagdo a x, y e z, respectivamente, temos:

p(z,y,2) = 22" + 2% + f(y, 2)
gD([L’,y,Z) = —3yz+g(x, Z)
@(Il?y? Z) - ‘TZQ - 3y2 + h(ZL’, y)
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Para obtermos a mesma expressdo para (x,y, z) devemos tomar f(y,z) = —3yz, g(x,2) = 22+
+x2% e h(z,y) = 22*. Assim, temos que

o(z,y,2) = 22" + 12* — 3yz

é uma funcao potencial de F'. Ento, pelo teorema fundamental do calculo para integral de linha,
temos que

/ﬁ-df:¢(2,1,3)—90(0,0,0):(2~24+2-32—3-1~3)—0:32+18—9:41.
C

Exercicio 5: A integral
/ 2ze*Y dx + 2 (:UQer + y cos z) dy — y?sen z dz
c

é independente do caminho? Calcule o valor da integral para a curva C' obtida como intersecao da
superficie z = 9 — 22 — y%, 2 > 5 com o plano = = 1, orientada no sentido de crescimento de .
Solugao: O campo

F= (P,Q,R) = (295629, 2 (xQeZy + y cos z) ., —y?sen z)

é de classe C'' em R?, que é um conjunto simplesmente conexo. Como

— — —

i J k
= 0 0 0
F p— _ _ _ p—
rot Oz dy 0z

2ze? 2 (x*e® +ycosz) —y’senz
= (—2ysenz 4+ 2ysen z,0, 4ze® — dze®) = 0,
entdo, pelo teorema das equivaléncias, a integral /ﬁ - dr’ nao depende de C.
c
Dez=9—2>—y? z=5ex=1temos 5 =9 —1—y? portanto > = 3 e y £ /3. Considerando
que C' esta orientada no sentido de crescimento de y, concluimos que o ponto inicial de C' é o

ponto A = (1,—/3,5) e o ponto final de C' é B = (1,v/3,5). Como /ﬁ - dr’ n3o depende de

C
C, entdo vamos substituir C' por (7, segmento de reta que liga A a B. Entdo temos C : x = 1,
z =05, -3 < y < V3 portanto drx = 0 e dz = 0. Entao,

/ﬁ.df:/ ﬁ-df:/ P(1,y,5)dz + Q(1,y,5) dy + R(1,y,5) dz =
C 1 C1
V3

= | Q(,y,5)dy = /f2 (1%¢* + ycosh) dy =

Cq —V3

V3 e g2 V3

= / (62y+ycos5) dy:2[ +—COS5} =

3 2 2 V3

= <62\/§ + 3 cos 5) - <e’2‘/g + 3 cos 5) = e2V3 _ om2V3
2 2

Em x temos que dx =0 e dz = 0.
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