Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Matematica Aplicada

Calculo IllI-A — Lista 3

Exercicio 1: Calcule as coordenadas (7, 7) do centro de massa de uma chapa homogénea D com o
formato de um triangulo isésceles, com base 10 cm e altura 5 cm.

Solucao: Consideremos o eixo x passando pela base e o eixo y coincidindo com a mediatriz relativa
a base do triangulo.

Como D é homogénea e é simétrica em relacdo ao eixo y, entdo pela observacio 5, segue que 7 = 0.

Temos
//y dxdy
— _ D
onde )
A(D):§><10><5:25 u.a.

Como D ={(z,y) eR?* 0<y <5, —(5—y) <x<5—y}, entdo,

5 p5—y 5 5
5—
//ydxdyz// ydxdy:/ vlz]” o, dy=2/ y(5—y)dy =
s 0J—(5-y) 0 0

5 395
592 o3 125
=9 5—2d:2[———]:—.
/O(y ') dy R P

Logo,

T 3
Y=%5 ~ 3

. . 5 . .
Assim, o centro de massa situa-se a 3 cm da base, sobre sua mediatriz.
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Exercicio 2: Calcule a massa total M, o centro da massa (Z,y) da lamina que tem a forma da

regido D limitada pela pardbola z = y* e pela reta x = 4 e que tem densidade §(x,y) = .

Solucao: O esboco da lamina D esta representado na figura que se segue.

Y

entra em x = y?

saiemz =4

O centro de massa (7, y) é dado por:

Mz = [ [ sty an= [[ . aa
My = [ [ vitey) aa= [ [y aa

Como a regido D tem simetria em relagdo ao eixo x e a fun¢do f(z,y) = xy é impar na variavel y

entdo,
// xy dA=0.
D

Logo, 7 =0

Célculo de M

Temos,

M= [[ o) aa= [[saa

onde D : {(x,y) e R*; —2<y <2, y*> <z <4} Logo,

M /2/4 dd /2[x2]4d 1/2(16 Yd
) ny e —2??/2 y—§72 v
2

[16y— yg} L= : [(32 - 35—2> - (—32+ 3_52)} -

32 128
2(-F) =2

N = N =

Cilculo de / / 2% dA

D
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Temos,
2 4 2 374 ] 2
[ [ [ o[ e -0
—2 Jy2 o L3 1y L)
Y
D
1 _y_T 1 < _g)_g_ﬁ-ms_zx-ms
_3[643/ C) =5e2(18- ) =5 T =
Portanto,
128 _  4-1928
= —
5 7

portanto T = 20/7.

Assim, o centro da massa estd sobre o eixo x em (20/7,0).

Exercicio 3: Sendo a densidade ¢ constante, calcule o momento de inércia I, da lamina triangular,
limitada pelaretax +y=aeoseixosx =0ey=0.

Solucdo: O esboco de D estd representado na figura que se segue.

Y

a

saiemy=a—=x

e

§ a

entraem y =0

O momento de inércia I, da |lamina é dado por:

L= [[ sy ar=s [[ 4 aa

onde D : {(z,y) e R* 0<z<a,0<y<a—z} Entlo,

a ra—zx a 30— 5 a
Ixzé// deydx:(S/ L dx:—/ a—x)dr.
0.J0 0 [3}0 3 0( )

Fazendo u = a — = temos du = —dz. Para x = 0 temos u = a e para x = a temos u = (. Entdo,

0 0 a
_5 3/ _—5 3 _5 3 _5 |:u4:|a_5a4
L,;—S/au(du)—3/audu-g/oualu—3 T,= 13

Como §(z,y) = 6, entdo a massa total é:

M =6A(D) =45
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Assim,

Exercicio 4: Uma |admina delgada tem a forma da regido D que é interior a circunferéncia 22 + (y —
2)? = 4 e exterior a circunferéncia 22 + y* = 4. Calcule a massa da |dmina se a densidade é dada

por 8(z,y) = (2® +y?) "%,

Solucdo: De 22 + (y — 2)> =4 ou 22 + y? = 4y e 2% + y> = 4 temos que 4y = 4 portanto y = 1 e
x=+V3. Logo, as circunferéncias se interceptam em (\/3, 1)e (—\/3, 1).

A

saiem r = 4senf

entraem r =2

y:ﬁx
“ ! x
itga:% = a=30"=" rad

A massa da lamina D é

M://a(x,y) dA:// (2% + %) ?dA.

Passando para coordenadas polares temos

xr =rcosf

y =rsent
dxdy = r drdf
22 4 y? = 2

A equacio 2% + y? = 4y transforma-se em r% = 4r sen 6 portanto r = 4 sen 6.
Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D no sentido anti-hordrio a partir da reta y = 1/4/3 x onde = 7/6
até aretay = —1/y/3 x onde § = 7 — 7/6 = 57/6 vemos que 6 varia de /6 até 57/6. Por um

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 3 43

ponto P no interior de D consideremos a semirreta OP. Ela entraem D em r =2 e sai de D em
um ponto da circunferéncia 22 + 4> = 4y onde r = 4send. Entdo, r varia de 2 a 4senf). Logo,

D /6 <60 <571/6
0 2<r<4senf

19 5m/6 p4dsend 5m/6
M = // (r*) """ drdd = / / drdf = / (4senf — 2)do =
8 w/6 J2 w/6
60

57/6 5m 5w T o7
= [—4003«9—28L/6 = (—4005F — ?) — <—4c05E — §> =

. Assim,

T 57 ™ s \/3 47 4
—40055 ?+4cosg+§—87 ?—4\/_ gu.m.

Exercicio 5: Uma ldmina tem a forma de um semidisco D de raio a. A densidade superficial no
ponto P é proporcional a distancia do ponto ao centro do disco. Determine o valor da constante
de proporcionalidade se a massa do semidisco é igual a ma® u.m.

Solucao: Sem perda de generalidade podemos considerar o semidisco centrado na origem e ocupando
os primeiro e segundo quadrantes. Logo, temos D : 2% 4 3% < a?, com y > 0.

A .
Yy salemr7” =a
a

entraemr =20

Como a distancia de (z,y) a origem ¢é igual a \/x2 + y? entdo a densidade é dada por §(z,y) =
k+/x? 4+ y? onde k > 0 é a constante de proporcionalidade. A massa M de D é dada por:

M://a(x,y)dA:k//\/WdA.

Passando para coordenadas polares temos,

x =rcost

y =rsenf
dxdy = r drdf
2?4 y? =2

Descricao de D em coordenadas polares

Efetuando uma “varredura” em D no sentido anti-horario a partir do eixo = positivo onde # = 0
até o eixo x negativo onde # = m vemos que 6 varia de 0 até m. Por um ponto P no interior de D
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consideremos a semirreta OP. Ela entraem D em r =0 e sai de D em r = a. Entdo, r varia de 0

0<o<nr
0<r<a

Mzk://ﬁrdrd&zk/ 7“2/ d@dr:lmr/ r? dr =
0 0 0
D'r9

319 ki
=km | 7], =
R e P

aa. Logo D,y : { . Assim,

3
3 = ma® portanto k = 3.

~ kma
mas M = wa® u.m. Entao

Exercicio 6: Calcule o momento de inércia em relagdo a origem da chapa
D = {(x,y) eR% 224 ¢y* < a2}
se a densidade superficial € 0(x,y) = ky/2? + y?, com k > 0.

Solucao: O esbogo da chapa D esta representado na figura que se segue.

Y

a

O momento de inércia em relacdo a origem é dado por:

IO://(;U2+y2)(5(x,y) dA:k//(w2+y2)\/mdA.

Passando para coordenadas polares temos,

]O:k//r2\/7"_2rdrd6:k//r4drd0
DTg D'r‘9

onde D,y é dado pelas desigualdades 0 < r <ae 0 <60 < 2. Assim,

a 2 a 59a 5
Io:k/ 7"4/ d@dr:%w/ rt dr = 2k [T_] _ 2kma?
0 0 0 510 5
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Exercicio 7: Mostre que o momento de inércia de um disco circular homogéneo de raio a em relacdo
2

. - Ma p .
a uma reta ao longo de um diametro € igual a < onde M é a massa do disco.

Solucgao: Introduzindo um sistema de coordenadas conforme a figura que se segue, o momento de
inércia em relacdo ao eixo x, que contém um diametro, é dado por:

[x://kadxdy:k//yQ dxdy .
D D

an
N

a x
Passando para coordenadas polares, temos
r = rcosf
y = rsenf
dedy = rdrdf
, J0<r<a -
e D,y é dado por D,y : { 0<fO<or" Ent3o,
I, = k//rQSeHQOT drdf = k//r3sen29 drdf =

Dy

DTG

a p2r a 1 . 20 o
:k// r3sen29d9dr:k/ r3~—[9—ben } dr =

0Jo 0 2 2 Jo

:lm/ar?’ dr — lm[f]a: kma?
0 4o

4

Como D é homogeéneo, entdo M = kA(D). Logo,

M = kra®.
Ent3o, , ,
2 a Ma

Exercicio 8: Calcule o centroide da regido limitada pelas curvas y = 2%, x +y =2 e y = 0.
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Solucao:

Note que D é do tipo I, pois 0 <y < 1ey'/?2 <2 <2—1y. O centroide (7,7) é dado por:

/ /D ddy

// y dxdy
D

yzi

// da:dy‘
D
12—y 1
// dwdy:// dxdy:/ (2—y—y1/2) dy =
D 0 Jyl/2 0
2 1

_ _9__23/2} _o_1_2_12-3-4_5
[29 7 ~3Y), 27373 6 6

T

Temos,
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1 pr2—y 1 22727y
//a:dxdy:// xdxdy:/ [—] dy =
D 0 Jyl/2 o L21y2
17 1!
:5/ (4—4dy+y*—y) dy:§/ (4—b5y+y?) dy =
0 0
— L4 _5_f+y_3]1_1<4_§+1)_1.w_£
YT T, T 2 2 73) 7 3 6 BETH
1 p2—y 1
//ydxdy: / ydxdy:/y(Q—y—yl/Q) dy =
D 0 Jyl/2 0
1 3 1
_ 2 3/2 _ 2_y_25/2} 12
/O(ny y*) dy [y TR CA P -
_15-5-6_ 4
- 5 15
Logo,
__ 112 _ 11
- 5/6 10
_ 415 8
Y=%6
portanto

- (58)

Exercicio 9: Seja uma lamina delgada representada pela regido D, determinada pory < z, y > —=z,
2?2 +y? > 2x e 2 + y*> < 4x. Se a densidade em cada ponto P = (z,y) da |dmina é dada por

1 .
0————, determine:

a) a massa de D;
b) o momento de

Solucao:

inércia polar em relacdao a origem.

a) Completando o quadrado em 2% + y* = 2z e 2% + y* = 4z, temos (z — 1) +y?> = 1 e

(r —2)? + y?> = 4. Logo, o esboco de D estd representado na figura que se segue.
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A massa M ¢é dada por:

1
M = — dxdy.
// i zray
D

Vamos usar coordenadas polares para descrever a regiao D. Temos,

xr = rcosf

y = rsenf

dxdy = rdrdf
2yt =

Logo, 2% +y? = 27 e 22 +y? = 4z acarretam em 72 = 2r cos 6 e % = 4r cos 0, e para r # 0, obtemos
r =2cosf e r = 4cosf. Para descrever D, consideramos um ponto P = (x,y) = (r,0) € D. A
semirreta O P intercepta a fronteira de D em A = (11(0),0) e B = (r3(0),0), onde r1(0) = 2 cos 6
e 19(f) = 4cosf. Logo, 2cosf < r < 4cosb.

As retas y = x e y = —x acarretam em rsenf = rcostl e rsenf) = —rcosf ou tgh =1 e
tgd = —1, portanto 0 = /4 e § = —m /4, respectivamente. Logo, —7/4 < 0 < 7 /4. Assim,

D = {(7",9) €R? —7m/4<0<7/4,2cos0 <r < 40059} )

1 w/4 4cos
Mz//—-rdrd@z//drd@z/ / drdf =
Vr? —m/4 J2cos0

DTQ Dr&

w/4 /4
:/ 2cosfdf = [28611«9] :4-\/7522\/5 u.m.

—7/4 —m/4

Entao,
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b) Temos,
I = ydA = [ [ g4 =
- i - 52

w/4 4cos 6
//\/xQ—l—y dA = //\/_ Tdrde—/ / r? drdf =
2

—7/4 J2cos O

/4 -3 4cos 6 1 /4
- / [_} do = —/ (64 cos® 0 — 8 cos®0) df =
/4 3 12cos0 3

—7/4

56 w/4 /4
== cos?0dg = 28 (1 —sen?6) cos 0 df =

3 —7/4 3 —7/4
56 sen’7™/4 56 V2 1 (V2 ’ B
—E[Sene— 3 ]_ﬁ/f??[?—g 2 )|

_n2 (V3 VB 12 5v3_ 14043
T3 2 12/ 3 12 9

Exercicio 10: Calcule a massa de uma chapa D, limitada pelas curvas 22 + y? = 2z, 2 + y? = 4z,

3 . - .
y=xvey= %x sabendo que a densidade de massa em um ponto é inversamente proporcional

a distancia do ponto a origem.

Solucao: Primeiro vamos encontrar as intersecbes das curvas, isto €, as intersecbes de y = x com

as circunferéncias.

y =z
?+y? = 2

Logo, as intersegdes sdo (0,0) e

y =z
?+y? = 4o

Logo, as intersecdes sdo (0,0) e (2,2).

st =rer*—-r=0<1r=0o0ux=1.

(1,1).

2
& x2+%:2x©4x2:6x©
& 20020 -3)=0 e r=0ouz=>.

Logo, as intersegdes sdo (0,0) e (g, ?)

2
= x2+%=4x<:>4x2:12x<:>

& do(r—3)=0< =0 ou z=3.

2 —dr=0s22(r-2)=0& 2=0o0u xv=2.
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Logo, as interseces sdo (0,0) e (3,V/3).

De 2% + y* = 2z e 2 + y* = 4z, temos respectivamente, (x — 1) + 32> = 1 e (v — 2)> +y* = 4.
Levando em conta essas informacdes, esbocamos a regido D.

A

Y

A distancia de (z,y) € D a origem é \/z2? + y*>. Como a densidade é inversamente proporcional a

distancia de (z,y) a origem, entdo §(z,y) =

k

dade. Como M = // 0(z,y)dA, entdo M = k// \/ﬁdfl.
D D

Passando para coordenadas polares, obtemos,

Temos,
2 4 y? =2z
2 +y? = 4o
y=ux
S i
3

Entdo o conjunto D,y é dado por D,y :

1
DTG

:2k/ﬂ/40089d9:Qk[sene]ﬁ/ll:2k (?—1) :k<\/§—1> u.m.

/6

xr = rcost

y = rsenf

dxdy = rdrdf
2y’ = 2

. Logo,

2cosf <r <4cosb

= 2=9cosf B r=2cos
= r2=drcosf B r=4cosh
T
= 0=-
4
Vs
= 9_8
{ /6 <60<m7/4

w/4 rdcosO
/ drdf = k/ / drdf =
w/6 J2cosb

0

()

/6 2

, onde k > 0 é a constante de proporcionali-
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