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Calculo IllI-A — Lista 6

Exercicio 1: Apresente uma parametrizacao diferencidvel para as seguintes curvas planas:

a) C={(z,y) eR? |z =9y*,0< 2 <2}
b) C'={(z,y) eR*|2* +y* =4,y > 1}
c) C={(z,y) eR*| 2> +y* + 2 +y =0}
2
d) C:{(x,y)ERQ\%—i-yQ:l,xZO}
Solucao:

a) O esbogo de C estd representado na figura que se segue.

Y

Y

NG S S S

Fazendo y = t temos que x = t2. Como 0 < 2 < 2, 0 < t? < 2 portanto 0 < t < V2. Portanto,
uma parametrizagio de C é (t) = (t3,1), com 0 <t < /2.

Esta parametrizacdo é diferencidvel pois existe 7/(t) = (2t,1) para todo t em [0, v/2]. Observe que
7n(t) = (t, \/1_5) com 0 <t < 2 é também uma parametrizacao de C', mas nao € diferencidvel pois
ndo existe 7/(0). Observe também que essas parametrizacdes percorrem C' da origem (0,0) para

(2.V2).
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b) Se z*+y* = 4 ey > 1 entdo C' é um arco de circunferéncia de extremidades (v/3,1) e (—v/3,1).
Sendo assim, o esboco de (' esta representado na figura que se segue.

A

Adotando o angulo t (em radianos) como pardmetros, temos que x = 2cost e y = 2sent.
Variacao de t

Temos que £y <t < 1.

A A
Yy Yy
2 C 2 C
‘,\ 1 "’: ‘,\ 1
\“\ ’,” 31 \\\\ tl
A P S S B <N R
V3o x
s - ¢ T_ o
N - g2
glo \/§ 0 6 1 6 6

Logo 7/6 < t < 57/6. Assim, uma parametriza¢do diferencidvel de C' é ~(t) = (2cost,2sent),
com 7/6 <t < 57 /6. Observe que essa parametrizacdo percorre C' no sentido anti-horario.

c) De 2% + y? + = +y = 0 temos:

1 1
et Yty =7

1)\ 2 1\2 1
(v +3) +(v+3) =5

, . N 1 1 . 1 2
Logo, C é uma circunferéncia de centro (—5 , —5) e raio \/; = %

ou

Entdo, uma parametrizacdo diferencidvel de C' no sentido anti-horario é

y(t) = <—% +§cost,— + gsent>, com 0 <t < 2.

1
2
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d) O esbogo da semielipse C' estd representado na figura que se segue.

A

Y

Uma parametrizagdo de C' (no sentido anti-horario) é v(t) = (2cost,sent), com —7/2 <t < 7/2.

Exercicio 2: Apresente uma parametrizacao diferencidvel para as seguintes curvas no espaco:

a) C é o segmento de reta que liga o ponto (0,1,0) ao ponto (2, 3,4).
b) C ¢é a intersecdo do cilindro 2? + > = 1 com o plano z = y — .

c) C é a intersecdo do paraboloide z = z? + y? com o plano z = y + 1.
Solucao:

a) Sejam A e B pontos do espa¢o. Seja P = (x,y, z) pertencente ao segmento AB.

A
z

X

Ent3o O? = O—_/Zl + 1@ Mas 1@ é um mdltiplo escalar de 1@ ou seja, ﬁ =t- 1@ onde
0<t<1. Logo,

+(t) = OP = OA +tAB = (A= 0)+ t(B— A) = A+ (B — A)

com 0 <t <1, é a equagao vetorial do segmento.
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No nosso caso, temos que A = (0,1,0) e B = (2, 3,4). Portanto, uma parametriza¢do do segmento
AB é:

(1) = (0,1,0) +¢[(2,3,4) — (0,1,0)] = (0,1,0) +¢(2,2,4) =

= (2t,1+2t,4)
com (0 <t<1.

b) Seja P = (x,v, z) pertence a3 curva C. Logo, x e y satisfazem a equacdo z? + 3> = 1 portanto
xr =costey=sent, com (0 <t <2r. Como z =y — x, entdo z = sent — cost. Portanto, uma
parametrizagdo de C' é y(t) = (cost,sent,sent — cost), com 0 < ¢t < 2.

2

c)Dez=x?+y*’ez=y+1temos 2> +y? —y =1 ou x2+<y—%> :; Logo, a projecio de
2

C' no plano xy é a circunferéncia z° + <y — %) = g Assim, x = ? costey = %%— ? sent, com

0<t<2r. Comoz=y+1,entdoy = g + ?sent. Temos que,

(V5 1, V5 3 V6
y(t) = (TCOSt,E +osent, o+ S-sent

com 0 <t < 2.

Exercicio 3: Calcule /(x +y) ds, onde C' consiste no menor arco de circunferéncia =2 +y? = 1 de
C
(1,0) a (0,1) e do segmento de reta de (0,1) a (4, 3).

Solucao: O esboco de €' = C; U (5 esta representado na figura que se segue.

Y

Cs

Por propriedade da integral temos:

/(x—iry) ds:/(a:+y) ds+/(x+y) ds.

C Ch Ca

Célculo de /(x +y) ds
C1
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Uma parametrizagdo de C) é dada por 7,(t) = (cost,sent), com 0 < ¢t < 7/2. Logo 7'(t) =
(—sent,cost) e [y1(t)| = /(=sent)? + (cost)? = Vsen?t + cos?t = 1. Como ds = ||7{(t)| dt
entdo ds = dt. Assim,

w/2 /2
/(x+y) ds:/ (cost +sent) dt = [sent—cost] =

0 0
C1

—(1-0)—(0-1)=2.

Célculo de /(x +y) ds

Cy

Sejam A = (0,1) e B = (4,3). Uma parametriza¢do de Cy = segmento de reta AB é dada por
Yo(t) = A+ (B —A), com 0 <t < 1ou(t) =(0,1)+¢[(4,3) — (0,1)] = (0,1) +t(4,2) =
(4t,1+42t), com 0 < ¢ < 1. Logo 74(t) = (4,2) portanto ||[4(t)| = V42 +22 = V20 = 2V5 e
ds = |5(t)|| dt = 2V/5dt. Entio,

/(x+y) ds:/01(4t+1+2t)2\/3dt:2\/5/01(6t+1) dt =

Co
=25 312 + t], = 85

Portanto:

/(x+y) ds =2+85.
C

2
Exercicio 4: Seja C parte da curva intersecdo das superficies 2% + 3> + 22 = R* e 22 + 9% =

Tv

. . . 81v3

com R > 0, situada no primeiro octante. Determine o valor de R de modo que / ryz ds = T\/—

c

2 2

Solugdo: De 2? + y? + 2> = R* e 2 + y* = RT temos 2% = % logo z = @ pois z > 0. Isso
N , : : V3R
significa que a curva C estd contida no plano horizontal z = —

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 6 91

. - . - R? R
Seja (,y,2) € C. Ent3o x e y satisfazem a equacdo 22 + y* = R portanto x = Ecost e

| =

y=—sent. Comox>0ey>0temos 0 <t <m/2. Como z= %R uma parametrizacao de C

é dada por () = <§ cost, " sent, @) com 0 <t < 7/2. Logo,

7 (t) = (%R sent, g cost, 0)

e
) R? R R
|7 @) = \/Iseth—i- TCOthZ 5
Assim,
ds = |y'(t)]| dt = & dt.
Entao, )
/2
/:Eyz ds :/ (E cost) (E sent) ER R dt =
c 0 2 2 2 2
RY3 [P R*3 [sen?t]™?  RW3
= costsent dt = [ben ] = .
16 0 16 2 o 32
Como / ryz ds = % entao
c
RY3 813
32 2
ou

R'=16-81=2".3"
portanto R =2 -3 = 6.

Exercicio 5: Mostre que o momento de inércia de um fio homogéneo com a forma de uma circun-

A . n - M R? p .
feréncia de raio R em torno de um diametro ¢ igual a — onde M é a massa do fio.
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Solucao: Sem perda de generalidade, podemos considerar a circunferéncia de raio R, centrada em
(0,0).

Ent3o a equacdo de C' é 22 + y? = R? e, portanto, uma parametrizacio é () = (Rcost, Rsent),
com 0 <t < 2.

Como o fio é homogéneo ent3o a densidade é constante, isto é, d(z,y) = k para todo (z,y) € C.
Assim, da Fisica temos M = kx (comprimento de C) = k(2rR) = 2knR. Considerando um

didmetro no eixo x temos
Ix:/kadSZk/des

c c
onde
ds = |/ (t)|| dt = |(—Rsent, Rcost)| dt = \/(—Rsent)> + (Rcost)* dt =
= VR?sen?t + R2cos?t dt = VR?2 dt = R dt.
Ent3o,
o o 1 sen 2t %7
I, = k/ (Rsent)?R dt = kR3/ sen’t dt = kR*L [t— ] -
0 0 2 2 0
2 2
:kﬂR3=2]€7TR-R7 = M2R .

Exercicio 6: Um arame tem a forma da curva obtida como intersecdo da semi-esfera 22 +1y% 422 = 4,
y > 0 com o plano = + z = 2. Sabendo-se que a densidade em cada ponto do arame é dada por
f(z,y, z) = zy, calcule a massa total do arame.

Solucao:

a) A curva C esta ilustrada na figura que se segue.
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<y

Seja (7,9,2) € C. Entdo 2? +y? + 22 =4, y>0ex+z=2,logo 2> + 4>+ (2—x)> =4,y >0
2
ou2a? —4x+y*>=0,y>0ou 2(:1:—1)2+y2:2,gé20, ou(z—1)*+% =1,y>0. Logo, a
projecdo de C' no plano zy ¢ a semielipse (x — 1)* + % =1, y > 0. Entdo
r =1+ cost

y:\/isent
z=2—(1+cost) =1—cost.

Como y > 0, entdo v/2sent > 0 portanto 0 < ¢t < 7. Logo, uma parametrizacio para C' é dada por
o(t) = (1 +cost, V2sent, 1 —cost), 0 <t <.

Temos
o'(t) = (—sent, V2cost, sent)

portanto

ds = |o’(t)| dt = Vsen?t + 2 cos?t + sen®t dt = V2 dt .

Como M = / flz,y,2) ds = / xy ds, entdo
c c

M:/ (1+cost)~\/§~sent-\/§dt:2/ (sent +sentcost) dt =
0 0

sen?t
2

:2[—cost—|— ] =4 um.
0

2 2
Exercicio 7: Achar a massa da elipse T 1Y —1, situada no primeiro quadrante se a densidade
em cada ponto ¢ igual ao produto das coordenadas do ponto.

Solugdo: A densidade §(z,y) é dada por §(z,y) = zy. Logo, a massa M é dada por
M = / O(z,y) ds = / xyds
c c

v(t) = (3cost,2sent), 0<t<m/2

onde C' é parametrizada por:

7Y(t) = (—3sent, 2cost)

H’y’(t)H = /9sen?t + 4cos?t
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Entao,

w/2
M:/xy ds:/ 6 costsentv9sen?t + 4 cos?t dt.
c 0

Fazendo u = 9sen? ¢ + 4 cos®t, tem-se:
du = (18sentcost —8costsent)dt = 10 costsent dt.

Set=0et=m/2, tem-se u =4 e u =29, respectivamente. Ent3o,

_ 1/2d“:§.2.[3/2}9:3 8_ g8y = 38
M6/4 =5 W], = ) = um

Exercicio 8: Deseja-se construir uma peca de zinco que tem a forma da superficie do cilindro
2% +y? = 4, compreendida entre os planos z =0 e 2 +y+ 2z = 2, com z > 0. Se o metro quadrado
do zinco custa M reais, calcule o preco total da peca. Faca um esboco da mesma.

Solucao:

Ay

Seja S a superficie lateral de base C' contida no plano zy e altura f(z,y) = 2 —x — y em cada

(x,y) € C. Entéo
/fxy ds-/(2—x—y)ds

onde C' é parametrizada por o(t) = (2cost, 2sent), w/2 < < 2.

Assim, o'(t) = (—2sent, 2cost) portanto ds = ||o’(t)|| dt = 2 dt. Ento,
2m 2w
A(S):/ (2 —2cost —2sent)2 dt:4[t—sent—|—cost] P
/2 /2

:4[(2w—0+1)—<g—1+0)} :4(37”+2) — 67 +8 v.a.

Logo, o preco da peca é igual a (67 + 8)M reais.
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Exercicio 9: Calcule a massa de um arame cuja forma é dada pela curva intersecdo da porcdo da
esfera 2% + y? + 22 = 2y, situada no primeiro octante com o plano z = y, supondo que a densidade
em um ponto P é proporcional ao quadrado da distancia de P a origem.

Solugdo: De 22+ 1> + 22 =2yez=y, >0,y >0, 2 >0, temos 22+ y> —2y =0,z > 0 e
y > 0 se, e somente se

comzx>0ey >0.

Logo, a projecdo do arame C' no plano xy é um quarto da elipse

Y

1 2
)
Tt =1
2 4
: o V2 11
comz > 0 ey > 0, cuja parametrizacdo é dada por z(t) = 700815 ey =3 + Esent, com

t € [-m/2,m/2], pois x > 0. Para encontrar uma parametriza¢do de C' utilizamos a equa¢do do
plano z = y.

Temos,
C:~(t) = | == cost Ly Lsent, L4 Lsent
2 72 2 "2 2

comt e [—n/2, 7/2].

Assim,
7 (t) = (—g sent, % cost, % cos t)
portanto
H”Y/(t)H = \/% sen?t + icoth—l— icoth = g :
Logo,

5

ds = ||y (1) dt = X2 dt .

A densidade em P = (x,y, z) é dada por

5(x,y,z):k<\/m>2:k<x2+y2+22) 7

onde k > 0. Como M = /6(x,y, z) ds entdo:
C

M:k/(x2+y2+22)ds:2k/yds:
C

c
EES I V3 V2 "2 2
:2k/ (——l——sent) — dt = —k[t—cost} = —km um.
N2 2 2 2 “rp2 2
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Exercicio 10: Calcule a primeira coordenada do centro de massa de um fio homogéneo que esta ao
— e
longo de uma curva y(t) =t i + 25£t5/2 j+ tz k, 0 <t <2, seadensidade for 6(z,y,2) = 10z.

4
Solugdo: De y(t) = (t, 2—\5/§t5/2, tz) temos que 7/ (t) = (1,232, %), portanto obtemos ||/ ()| =

VIH208 416 = /(1+13)° =1+ Logo, ds = |7/(t)]| dt = (1 + ¢*) dt. A primeira coordenada
do centro de massa do fio homogéneo é dada por

/xds
C

L

T =

onde L é o comprimento de (), isto &,

L:/:W(t)udt:/: (1) at=[e+2] ~6.

Por outro lado,

2 2 5
= 3) dt = Noar= [ ﬁ} _o 2 _ 1
/des_/ot(lﬂ)dt_/o (t+t)dt—[2+5 Bk T

Logo,
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