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Calculo IllI-A — Lista 8

Exercicio 1: Um objeto percorre uma elipse 422 + 25y? = 100 no sentido anti-horario e se encontra
submetido a for¢ca F'(x,y) = (—3y,3x). Ache o trabalho realizado.

Solucgdo: De 4z% + 25y? = 100, temos 2%/25 + y?/4 = 1. Ent3o, v(t) = (5cost,2sent), com
0 <t < 2w, é uma parametrizacdo da elipse no sentido anti-horario. O trabalho é dado por

Wz/?-d?z/—?)ydx—i-?)xdy:
C C

= /%[(—6 sent)(—5sent) + (15cost)(2cost)| dt =

2m 2m
= / (30sen?t + 30 cos?t) dt = / 30dt = 60 .
0 0

Exercicio 2: Calcule 7{ ? -d7 para ?(:L’,y) = (2%, 2 +y) onde C ¢ a fronteira do tridngulo de
Cc+
vértices (0,0), (1,0) e (1,1), orientada no sentido anti-horario.

Solucao: Temos C' = 1 U Cy U (3. Entdo,

]{?-d?:/?-d?+/?-d?+/?-d7.

yﬂ
G p1,1)
Cy
(0,0) d ?'(170) T
Ch

Cilculo de / F.d7

C1
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Temos C; :y =0, com 0 <z < 1. Logo, dy = 0. Entéo,

Z_J.d’f‘_ $2d$+($+ )d = I'2d$_ 1$2d$_|:—‘3:|1_—1
N Y4y = N 0 13 0_3'
Ch C1

Cq

Cilculo de / F.d7
Cy

Temos Cs : x =1, com 0 <y < 1. Logo, dz = 0. Entao,

/? d7 = /x dx + ( :1:+y)dy—/( )dy:/01(1+y)dy:

Ch

2q1
_ vl 23
_[y+ 2}0_2'

Cilculo de / F.d7

Cs

Temos que C'5 é a curva (3 percorrida no sentido contrdrio. Logo, C5 :y =z, com 0 < x < 1,
portanto, dy = dx. Entao,

/? d7 = /? d7 = /x de + (x +y)dy =

——/xde—l—(x—i—a:)dx:—/(a:2+2x)dx:—/01(x2+2x)dx:

Cs Cs

- [5eel -]

3 0
/?d:

Portanto,

C»JI»—A

l\DIOO

C»lelk
|

Exercicio 3: Calcule /— 2y dr + 3z dy + x dz, sendo C a intersecdo das superficies 2% + 4y? = 1
C

er?+22=1,comy>0ez >0, percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (—1,0,0).

Solucdo: Esbocando os dois cilindros, vemos que A; = (1,0,0), Ay == (—1,0,0)e A3 = (0,1/2,1)

sao pontos de intersecao. Ligando esses pontos encontramos C'.
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Y Projecdo de C' no plano zy
1/2
/ 2?2 +4y? =1
—1 1 x

Se (z,y, z) € C, entdo (z,y, z) satisfaz

2
2, Y _ >
x—|—1/4 1 com y >0

2?+22=1 com z2>0

Entdo, x = cost e y = (1/2)sent, com 0 < ¢ < 7. Como z = /1 — 22 temos z = /1 — cos?t =
Vsen?t = sent.

Logo, v(t) = (cost, (1/2)sent,sent), com 0 <t < 7 é uma parametrizagdo de C, orientada de A;
para A,. Portanto, dx = —sent dt, dy = (1/2) cost dt e dz = cost dt. Ent3o,

/—2ydw+3zdy—|—xdz:
c

= /Oﬂ[ (—2 : %sent) (—sent) + (3sent) - %cost + (cost)(cost)|dt =

:/ <sen2t+gsentcost+0082t> dt:/ <1+;sentcost) dt =
0 0

3 sen?t]”™
—|:t+§ B :|O—7T.
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Exercicio 4: Achar o trabalho de uma forca varidvel, dirigida para a origem das coordenadas, cuja

grandeza é proporcional ao afastamento do ponto em relacdo a origem das coordenadas, se o ponto
2

2
de aplicacao desta forca descreve, no sentido anti-hordrio, a parte da elipse % + % = 1 no primeiro
quadrante.

Solucdo: O esbogo da trajetdria C' esta representado na figura que se segue.

Y

Como a forca ? (x,y) esta dirigida para a origem e seu médulo é proporcional a distancia de (z,y)
a origem, os vetores I (z,y) e (x,y) tém mesma direcdo e sentidos contrdrios, e H?(w,y)H =
k+/x? 4+ y?, onde k > 0 é uma constante. Assim, temos

O trabalho W é dado por W = / ? -d7 onde C é parametrizada por 7(15) = = (2cost,4sent),
c

%
com 0 <t < 7/2, portanto 1’ (t) = (—2sent,4cost). Logo,

W:/?-dﬁz/m F(TW)-r (1) di =

w/2
:/ ?(QCOSt,ZlSGIlt)-?(t) dt =
0

w/2
:/ —k (2cost,4sent) - (—2sent,4cost)dt =
0

w/2
= —k/ (—4sentcost + 16sent cost) dt =
0

w/2

w/2 9
= —k/ 12sentcost dt = —k [12562 t} = —6k u.w.
0 0
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Exercicio 5: O campo vetorial ?(w,y,z) = (z — 2,y — 2,z — 4o — 4) atua sobre uma particula
transladando-a ao longo da curva intersecdo das superficies z = 22 +y? e 2 = 42 +4y — 4, orientada
de modo que sua projecdo no plano zy seja percorrida uma vez no sentido horario. Calcule o trabalho
realizado por F'(z,vy, 2).

Solucdo: Das equacdes z = 2% + y? e 2 = 4z + 4y — 4, temos 2% + y> — 4x — 4y = —4 ou
(r —2)*+ (y — 2)> = 8 — 4 = 4. Isto significa que a projecdo de C' no plano zy é a circunferéncia
(z — 2)? + (y — 2)* = 4. Parametrizando a proje¢do no sentido anti-hordrio, temos = = 2 + 2 cost
ey=2+42sent, com0 <t <27,

Como z = 4x + 4y — 4, temos z = 8 + 8cost + 8 + 8sent —4 = = 12 + 8cost + 8sent. Entdo
uma parametrizacao da curva C', com orientacao oposta ao do enunciado é:

C™:v(t) =(2+2cost, 2+ 2sent, 12 4 8cost + 8sent)
com 0 <t < 2m. Logo,

v (t) = (—2sent,2cost, —8sent + 8 cost)

?(’y(t)) =(2+2cost —2,2+ 2sent — 2,12+ 8cost + 8sent — 8 — 8cost — 4) =
= (2cost,2sent,8sent).

Entao,

[ Foav= [ R -

2
:/ (2cost,2sent,8sent) - (—2sent,2cost, —8sent + 8cost) dt =
0
2
:/ (—4sentcost+4sentcost—64sen2t+64sentcost) dt =
0

2T
:/ (—64sen2t+64sentcost) dt =
0

sen’t

2

64 [t— sen2t}27r

21
_ 439 [ ] — _6dr.
0 0

Por propriedade de integral de linha de campo vetorial, temos

/?-d?:—/ ?-d?:—(—647r):647r.

Como o trabalho é dado por W = / F . d?, W =647 u.w.
C
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Exercicio 6_>Ver|f|que o Teorema de Green calcula
(23 + 2y?) i

Solucao: Devemos verificar que

jf?.d?

+ (yx® + y3 + 32) _] e C' a fronteira da regido D = {(z,y);

it

ndo as duas integrais do enunC|ado para F (x,y) =
y
T L

0Q _ oP
e BT,) dxdy,

onde P =2+ ay? e Q = yx* + 3° + 3z. O esbogo de D é:

yl

A

Cilculo de 7{ F.d7
C+

Parametrizando C', no sentido anti-horario, temos x = 3cost e y = 2sent, com 0 < t < 27,

portanto dz = —3sentdt e dy = 2cost. Logo,

]{ Fodv = /% [(3cost)® + (3cost)(2sent)?] (—3sent) + [(2sent)(3 cost)? + (2sent)®+
C+

+3(3cost)](2cost) dt =

cost sent sen 2t

[ )

Por outro lado,

coma=3eb=2. Logo,

I/

D

0Q _

opP
o ) dxdy =

27
/ (— 8lcos®tsent — 36 costsen®t + 36 cos® tsent + 16 cost sen®t + 18 cos? t) dt =
0

27
/ (—45cos®tsent — 20 costsen®t + 18 cos? t) dt =
0

=0—-0+ 187 =187 (1)

dxdy = //(Qxy + 3 — 2zy) dedy = // 3dxdy = 3A(D) = 3mab,
D D

= 187

UFF
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De (1) e (2), vemos que o teorema esta verificado.

Exercicio 7: Calcule ]{xfley dr + (e Inz + 2z) dy, onde C' é a fronteira da regido limitada por

C
xr=1y*+1ex =2 e orientada no sentido anti-horario.

Solucao: A regiao D, limitada por (| esta ilustrada na figura que se segue.

y A

1

— Yy
Como F = (P,Q) = <%, ev lna:—i—Zx) é de classe C'! no aberto U = {(z,y) € R? z > 0},
contendo D e C' = 0D estd orientada positivamente, podemos aplicar o teorema de Green. Temos,

entao,

Foare [ (22 0P gy [] (2 52— ) duy =

%F-dr-//(a 8y>dxdy—//<x+2 x) dxdy—Q//dxdy.
Cc+ D D D

Descrevendo D como tipo |l, temos

D={(z,y) eR* -1<y<1,y'+1<x<2}.

Entao,
1 2 1 541
fﬁ-d?:z/ / dxdyzQ/ (1-y") dy::Q[y—y—] :2(2—3> _ 16
-1 Jyi+1 -1 51 5 5
Cc+
Exercicio 8: Use a férmula A(D) = / x dy para calcular a drea da regido D limitada pelas

C+=0D+
curvas y = 3z e y* = 9.

Solucdo: De y = 3z e y? = 9 temos:
92° =92 & 927 -9r=0 & 92(r—1)=0 & z=0o0ux=1.

Logo, (0,0) e (1, 3) sdo pontos de intersecdo. Assim, o esbogo de D esta representado na figura que
se segue.
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Temos C' = 0D = C; U (5. Logo,

A(D):/xder/a:dy.

Cy Co

Calculo de /x dy = /0 dr + z dy
Ch Ci

Temos C : y = 3z, com 0 < x < 1, orientada de (0,0) a (1, 3). Entdo, uma parametrizagdo de C é
dada por Cy : y(t) = (t,3t), com 0 <t < 1, portanto 7/(t) = (1, 3). Logo, sendo ?(x,y) = (0,z):

/xdy—/ F(y ) dt = /O(O,t)-(l,B)dt:/O 3t dt = [3;2]0:;

Calculo de /x dy = /0 dr + z dy
Co Co

Temos Cy : y* = 9z, com 0 < y < 3, orientada de (1,3) a (0,0). Ent3o, uma parametrizacdo de

2
C5 , orientada de (0,0) para (1,3), é dada por C; : y(t) = = <%,t>, com 0 <t < 3, portanto
v (t) = <%, 1). Ent3o,
3
Jaay=—[way== [ F ey i
0
CQ 02_

onde ?(x,y) = (0,z). Logo,

[ra=- [ 05)-(Ga=- [ S a2 -1

Ch
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Assim,

2 2
7. s .~ . . N . X . N . A .
Exercicio 9: Se D ¢ a regido interior a elipse 5 + % =1 e exterior 3 circunferéncia z2 + y? = 4,

calcule a integral de linha

I = / <2xy+em2> dz + (2* + 22 4 cos y®) dy
C

onde C' = 0D estd orientada positivamente.

Solucao: O esboco de D estd representado na figura que se segue.

yll

Como F = (P,Q) = (2zy + ¢, 2° + 2z + cosy®) é um campo de classe C"' em R? e 9D esta
orientada positivamente, podemos aplicar o Teorema de Green. Tem-se

Q

oP
= =9
Oy T
portanto
Q _or _,
Ox dy

Entdo, pelo Teorema de Green, tem-se:

]://(%—%—g)dxdy:2//dxdy:2A(D)=

D
= 2 - (4rea da elipse - drea do disco) = 2(mab — 7r?) =

=2(r-5-3—m-2%) =2(15m —4m) = 22

UFF IME - GMA
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Exercicio 10: Seja

FZ(ﬂ%l/)z( 4 - )

:1:2_|_y27 Q:2+y2
com (z,y) € U =R? — {(0,0)}.

a) Calcule 7{? . d?, onde C, é a circunferéncia 2% + y> = a?, a > 0, orientada no sentido
cf
anti-horério.

b) Calcule 7{? -d7, onde O, é a fronteira do quadrado D = [—1,1]x x[—1,1], orientada no
ct

2
sentido anti-horario.

c) Calcule 7{? -d7, onde C5 é dada na figura abaixo.

ey
yﬂ
Solucao:
a) O cam o F = (P,Q) = (-2 - é de classe C' em U = R? — {(0,0)}
P ’ 22 + 92 22 42 N

vl
07

>
-

X

_

8Q_x2+y2—2x2 B y2_x2

\

Observe que

or ($2+y2)2 - (m2—|—y2)2
orP  —(2®*+y?) +2y> Yy —a?
oy @R @)
portanto
0Q oP
or By

O esbogo de (' esta representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA
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Yy
a
f \”\f C
\\\j a x‘

Seja D a regido limitada por C;. Como D n3o estd contida em U, dominio de ? pois (0,0) € D
e (0,0) ¢ U, ndo podemos aplicar o Teorema de Green. Sendo assim, usaremos a defini¢o.

dxr = —asent dt
dy = acost dt

T =acost
y=asent '

27

/?d?}:/ [_ aSQent~(—asent)+a(;28t~acost} dt =
0

C1

27 2 2 2 2 2 2
:/ (“ Seznt+aczs t) dt:/ (sen2t+cos2t)dt:/ dt =27 .
0 a a 0 0

Observe que a integral nao depende do raio da circunferéncia.

Parametrizando (', tem-se { com 0 <t < 27 portanto { . Entao,

b) O esboco de C5 esta representado na figura que se segue.

y

1 /Cg

~1 1z
~1

Aqui também n3o podemos usar o Teorema de Green, pois (0, 0) estd no interior do quadrado. Usar a
definicdo é uma tarefa complicada. Entdo, o que fazer? A ideia é isolar (0,0) por uma circunferéncia
Oy 1 22 +y? = a?, com a < 1, orientada no sentido horério.

Consideremos a regido D limitada por C5 e ;. Como D ndo contém (0,0) e 0D = Cy U Cy esta
orientada positivamente, podemos aplicar o Teorema de Green em D. Tem-se

]{?d?://<(Z—§—(Z—§>dxdy://0dxdy:0

oD+ D

%?-d?@f FodP =0
oy oy

ou

UFF IME - GMA
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e
T

ou

7{?@[ ]{? d7 =21 (por (a))

yﬂ

SN

A curva (3 deve ser olhada como (3 = Cy U (5. Logo,
jf Foav jf Foav jf Foav
Usando o mesmo argumento de (b), mostra-se que

F.d7 =or.
CZ{ 47 =2

Como a regido limitada por C5 ndo contém (0,0) podemos aplicar o Teorema de Green e temos

f?-d?:@,
C+

portanto

f?-d?:o.

UFF IME - GMA
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Logo,
7{ Fod? =27+0=2r
C+

Exercicio 11: Calcule

]:/(e$3+y2) do + (z +1°) dy,
c
onde C é formada por y =z ey =0, 0 <z <1, que vai do ponto (1, 1) ao ponto (1,0).

Solucdo: O campo ?(P, Q) = (e“”3 +y?, 2+ y°) éde classe C* em R? e

9Q _
%—1
oP
o Y
portanto
oQ or _ .
B 6_y_1 2y .

O esboco da curva C' esta representado na figura que se segue.

A

Y

1o

\/

\2

Calcular a integral I diretamente (através da definicdo) é uma tarefa ingrata. Serd que podemos
aplicar o Teorema de Green? NAO, pois C' ndo é uma curva fechada. Mas podemos fecha-la através

de uma curva simples: segmento de reta C4, que liga (1,0) a (1,1), e depois usar o teorema de
Green.

Seja entdo C' = C'U C4, que é uma curva fechada.

UFF IME - GMA
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1| y== (1,1)

(&

v O

\/

(1,00 *
0

Y

Seja D C IR? a regido limitada por C. Como C' = 0D est4 orientada positivamente, podemos aplicar
o teorema de Green. Tem-se entdo

f?-d?://(%—Z—J;)dxdy://u—zy)dxdy,

oD+
. J0<x<1
ondeDedadoporD.{OSny.Logo,
1 x 1 T
7{? d?:/ (1—2y)dydx:/ [y—yQ] dr =
o Jo 0 0

ou 1
C1
Csleulo de / F.d7
C1
T o, .1 r=1 tanto dz = 0. Ent3
em-se 1 - Ogygl,porano xr = U. ntao,
/?-d?:/(e“ﬁ—l—yz) dz + (z+y°) dy:/(1+y5) dy.
C1 C1 Cq

pois z = 1 e dxr = 0. Logo,

1 611
— 5 _ U —
C1

Assim,

(@)
| =

UFF IME - GMA
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portanto [ = —1.

Exercicio 12: Considere um campo vetorial F definido em R? — {(=2,0), (2,0)}, satisfazendo
a relacdo V x ?(x,y) = 6} em todos os pontos do dominio. Suponha que 7{ ? d7 =6e

Cy
j{ ? .d7 =9, onde C é o circulo de raio 1 e centro (—2,0) e Cy é o circulo de raio 1 e centro
Cs
(2,0), orientados no sentido anti-horario. Calcule / . d7, onde C' é o circulo de raio 4 e centro
C

(0,0), orientado no sentido anti-horario.

Solucao: Seja D a regido do plano limitada por C, Cy e (5. O esboco de D estd representado na
figura que se segue.

Temos, entao,

/?~d?+/?~d?+/?~d?://<%—%—];>dxdy://0dxdy,
= cr Cy D D

UFF IME - GMA
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pois

V x F(r,y) = (0,0,2—3—2—5) —(0,0,0).

/?-d?:/?-d?+/?-d?:6+9:15.
C Ch Co

Entao,

Exercicio 13: Seja C' uma curva simétrica em relagdo ao eixo y, que vai de (4,0) a (—4,0), como
mostrada na figura que se segue. Sabendo-se que a drea da regiao delimitada por C' e pelo eixo x

2 — —
vale 16, calcule o trabalho realizado pela for¢a ?(a:,y) = <% + xy3) i+ (2z+arctgy) j .

Y

(-4,0) 40 T

Solucao: Sabemos que o trabalho é dado por W :/? -d7. Mas é impossivel calcular diretamente

a integral pois ndo conhecemos a equagao de C. Como g—Q — Z—P = 2 — 3ay® # 0, ? nao é
€T Y

conservativo. Assim, s6 nos resta aplicar o Teorema de Green. Para isso, devemos fechar a curva
por um segmento de reta sobre o eixo x, de (—4,0) a (4,0).

Y

= r (4,0) x
(—4,0) (4,0) « &,

Seja D a regido limitada por C = C U C,. Como F é de classe C' em R? e C, a fronteira de
D, estd contida em R? e orientada no sentido anti-horario, podemos aplicar o Teorema de Green.

Entao, temos
j{? d7r ]{ + 2y do — 2x + arctgy dy =
Q
P

// 81; drdy = // (2 — 3zy?) dady =
://2dwdy—//3:1:y2dxdy.
D D
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Como f(z,y) = 3zy* é uma funcdo impar na varidvel z e D tem simetria em relacdo ao eixo v,

temos
// 3zy? daedy = 0.
D

/EWJ?+/EfJ?:2A@n:246:w.

Assim,

czkmode/“?~d?
C1

Temos C; : y =0, com —4 < z < 4 portanto dy = 0. Entao,
2 2
/ ?-d?z/(%jtxy?’) dx + (2z + arctgy) dy = /%dx:
C1 C1 C1

_ 4x2dx_[x3]4 243 32
Y ST

12 3

Logo,

3

W:/?d?:w—gz%.
C

Exercicio 14: Calcule /ﬁ - dr, onde ﬁ(x,y) = (% —|—:1:,1n:1:+ey) é definido em U = {(z,y) €
C

R? >0} e C é a cicloide parametrizada por 7(t) = (t — sent, 1 — cost), com t € [r, 27].

—

Solucao Observemos que o calculo direto é extremamente dificill Ent3o, pesquisemos se ' =
(P,Q) = <g +z,Inx + ey) é um campo conservativo em U.
x

= 1 P , . .
Vemos que ' é de classe C! em U e que g—Q = - = Z— Como U é um conjunto simplesmente
x x Y

—

conexo, pelo teorema das equivaléncias, F' é conservativo e que uma fungdo potencial ¢(x,y) é
encontrada resolvendo o sistema

do _y

Eri (1)
dp y
a—y—lnaj—l—e (2)

Integrando (1) e (2) em relagdo a x e y, respectivamente, temos

w%w:ymx+§+f@)

o(r,y) =ylnz+e¥ + g(x),

UFF IME - GMA
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onde f(y) e g(x) sdo “constantes” de integragdo.

Fazendo f(y) = ¢Y e g(x) = 2%/2, temos
332
p(r,y) =ye+ =+,

portanto (z,y) € U é uma funcgdo potencial de F. Logo, pelo teorema fundamental do célculo para
integrais de linha, temos

2
:3%+1—21n7r—62.

Exercicio 15: Verifique que a seguinte integral de linha independe do caminho e calcule o seu valor.

(3,3) ey e
[:/ (exlny——) d:zc—l—(——eylnx) dy .
(1,1) T Y

Solucao: Seja

?: (P,Q) = (eg”lny—i i—eylqu),

oy
para todo (z,y) € D = {(z,y) € R* z >0,y > 0}, que é um conjunto simplesmente conexo.

Temos ,
oQ e* e 0P

ox Y x_ﬁ_y
em D.

Logo, pelo Teorema das Equivaléncias, ? é conservativo. Portanto, existe uma funcdo potencial
o(z,y) para F'. Por inspecdo, vemos que

olr,y)=e"Iny —e’Inz, V(r,y) € D
é uma funcao potencial. Entao,

I=0(3,3)—p(1,1)=e*In3-e*In3-0-0=0.

Outra solugdo:
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Pelo Teorema das Equivaléncias, a integral I ndo depende do caminho que liga (1,1) a (3, 3). Ent3o,
considere C': o(t) = (t,t), com 1 <t < 3. Temos

3 t ot
]—/ ? ) dt = /(etlnt—%,%—etlnt)~(1,1)dt:
1
e e 3
:/1 <elnt—?+7—elnt) dt = /IOdt:O.

Exercicio 16: Mostre que o campo vetorial

F(x,y) = [cos (zy?) — zy?sen (2y?)] T — 22%ysen (zy?) §

é conservativo. Calcule /? -7 para a curva C dada por y(t) = (¢!, et*1), com —1 < ¢ < 0.

Sugestdo: Prove que a integral ndo depende do caminho e escolha um caminho adequado.
Solugao: Como dom F = R? (conjunto simplesmente conexo) e
8Q  ap

e oy = —4zy sen (zy?) — 22%y° cos (zy?) + 2xy sen (xy?) +

+2zy sen (zy?) + 22%y° cos (zy?) = 0

pelo teorema das quatro equivaléncias, ? é conservativo.
Também pelo teorema das equivaléncias temos que a integral / ? -d7 n3o depende do caminho

C
que liga v(—=1) = (e7',1) a v(0) = (1,¢). Entdo, considere a poligonal C' = C} U Cs, conforme
figura que se segue:

Co

Temos
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Cilculo de / F.d7

C1

Temos C : y =1, com 1/e < x < 1 portanto dy = 0. Ent3o,

1
/?d? = /(cosx—xsena:) dx
1/e

Cy

1
= [senx—l—a:cosx—senx}
1/e

1

1/e

o5 )
= cosl— =cos(=-]) .
e e

~ Jrcoss]

Cilculo de / F.d7

Ca

Temos Cs : x =1, com 1 < y < e portanto dz = 0. Logo,
/ F Y / —2yseny? dy
Co !

e

- Jeor]

= cos(€?) —cosl.

/? AT = cos(eQ) — écos(é) .

1

Assim,

Exercicio 17: Considere o campo vetorial

Flay)=—7 7

Yy .
+ .
/x2+y2 /x2+y2 J

a) Calcule, caso exista, o potencial associado ao campo ?

2
b) Calcule / ? -d7, onde C = {(x,y) € R?; % +yP=1,2>0,y> O}, orientada no sen-
c

tido horario.

Solucao:
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Q —xy oP —xy
a) Fazendo ? = (P, = * , Y temos — == ———F ~ — = "7
) (P.Q) (\/xQ +y2 Va2 +y? Oz (22 +y2)*?" Oy (22 442)%?
Logo, (Z—g — 83_]; — 0. Como domF = R? — {(0,0)} e R2—{(0,0)} n3o é um conjunto simplesmente
conexo, nao podemos usar o teorema das equivaléncias. Mas isto ndo significa que ? nao seja
conservativo. Entdo, tentemos encontrar ¢(z,y) definida em R? — {(0,0)}, tal que Vo = F ou

9o _ T (1)

ox /22 + 42

G _ Y __ ()

dy /22 + 42

Integrando (1) em relagdo a z, temos:

o(z,y) = /x (:1:2 + y2)_1/2 dx .

Fazendo p
u=2*+y* = du=2xdr = xdxz;u,

temos

sa(x,y):/u‘m%:§-2u1/2+f(y) = olz,y) = Va2 + v+ f(y) (3)

Derivando (3) em relagdo a y e comparando com (2), temos

Y ! _ Y 4 - =
\/TTyQ_‘_f(y)_ =, = flly)y=0 = fy)=c.

Fazendo ¢ = 0, temos que p(z,y) = \/22 + y? definida em R? é uma funcdo potencial de ?
b) O esboco de C estd representado na figura que se segue.

A

Y

(0,1)

>
>

2,00 7

Pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha, temos

/?~d7>:g0(2,0)—cp(0,1):\/22+02—\/02+12:2—1:1.
C
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