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Calculo II-A — Lista 13

Exercicio 1: Verifique o teorema de Stokes, calculando as duas integrais do enunciado, para
(z,9,2) = (y,—x,0), S o paraboloide z = 2% + % com 0 < 2z < 1, e 70 apontando para
fora de S.

Solucao: Devemos verificar a seguinte igualdade:

jf?-d?://rot?-ﬁds.

oS+

Os esbocos de S e OS estdo representados a seguir.

O bordo de S, S, é a circunferéncia de raio 1, centrada em (0,0, 1), contida no plano z = 1.
Para que 0S5 fique orientado positivamente com relacdo a S, devemos orientd-lo no sentido horério,
quando visto de cima. Temos, entdo, S~ (com sentido anti-hordrio), dado por x = cost, y = sent
ez=1,com0<t<2r. Portanto dr = —sent, dy = cost e dz = 0. Entao,
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FodPr=—¢ F dv=— vz -
f{ d7r &f d7v j{yd dy+0d

oS+ 05—

= —/0 ﬁ [(sent)(—sent) — (cost)(cost)|dt =

21
— / (sen2 t + cos? t) dt =27
0

Temos S : z = 2° + 4 com (z,y) € D : 2° +y* < 1, portanto um vetor normal a S é ﬁ =
——

f(zy)
(—fes— [y, 1) = (—22,-2y,1) e dS = /1 + 422 + 4y? dzdy. Como 7 aponta para baixo, ent3o
7= 2D Temos também que (ot F = (0,0, —2). Ent3o,
1+ 4x? + 4y?

ro?-n: L0, —2) - (22, 2y, —1) dedy = vy — _ o
é/ t Fds é/(OO 2) - (2z,2y, —1) dady é/2ddy 2A(D) = 2

verificando, neste caso, o teorema de Stokes.

Exercicio 2: Calcule a circulacdo do campo

- - —
?(m,y,z):yi +axzj +2°k

ao redor da curva C, fronteira do tridangulo cortado do plano = +y + z = 1 pelo primeiro octante,
no sentido hordrio quando vista da origem.

Solucao: O esboco de (' esta representado na figura que se segue.

UFF IME - GMA
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Se (' estd orientada no sentido hordrio quando vista da origem entdo C' estd orientada no sentido
anti-horario quando vista do eixo y positivo. Calculemos a integral de linha pelo teorema de Stokes.

Seja entdo a superficie S, por¢do do plano = + y + z = 1, limitada por C', conforme a figura que se
segue.

xz

A superficie S é dada por S : z =1 —x —y, com (z,y) € D, onde D é a proje¢do de S sobre o
———

:f(xvy)
plano xy.

y 4

Temos Nz = (—fs,—fy,1) = (1,1,1). De acordo com a orientagdo de C' = 95, devemos tomar it

apontando para cima. Logo, = (1’\%1) edS = \/§dxdy. Pelo teorema de Stokes, temos:
%?-d?://rot?~%>d5
C s
onde
- - -
i j k
otF =2 2 0 =(—2,0,z—1).
or Oy 0z
y wxz 22
UFF

IME - GMA
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%?.d // e, 0,1z —y—1)-
:// —z — 1z —y) dedy = //Qx—i—y dady =

1-a
= // (2x +y) dydx——/ [2xy—|— ]0 dx =
:—/0 (2:)&—21’ +#) dr =

1
:_%/ (4x—4x2—|—1—2x+x2) dr =
0

Logo:

\/_ 3 dxdy =

1

1

:_%/01(2;5—33:%1) da =

l\D|’—‘

Exercicio 3: Use o teorema de Stokes para mostrar que a integral de linha é igual ao valor dado,
indicando a orienta¢do da curva C.

32 ma?
4 )

]{(Sy—l—z) dr+ (x +4y) dy + 2z 4+ y) dz = —
C

onde C é a curva obtida como intersecdo da esfera 22 + y? + 22 = a? com o plano y + z = a.

Solucao: Calculemos a intersecdo das superficies:
4y +2 = ad 2 .2 2 _ 2

{ s = a—y = 4+y+y—a)=a

2

9 a\?2 a
ey ty

2 __2
= = 2+(y 2):1

)
av/2

que é uma elipse de centro <0, %) e semieixos — € % . Esta elipse é a projecdo de C' sobre o plano

xy. A curva C' com a orientacao escolhida pode ser visualizada na figura que se segue.
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Lista 13 194

Calculo llI-A

Considere a superficie S, por¢do do plano z = a — y, limitada por C', que pode ser vista na figura

que se segue.

A projecao de S sobre o plano zy é a regidao D dada por
2 _a)?

2 : 5 <.
(+82) (5)

~ N

o aponta para cima. Entdo, n = ﬂ onde

De acordo com a orientagdo de C' = 05, segue que

Nk: <_8z _%7 1) =(0,1,1). Logo W= (0#\/’51) e dS = /2 dxdy. Temos

oz’ Oy
— — -
i j K
otF = 2 9 0 (1192 1-3)=(1, -1, 2).
ox dy 0z
y+z x+4y 204y

Do teorema de Stokes, temos
(0, 1, 1)

%?-d?://rot?~ﬁdsz//(1—1,2)~ 7 V2 dzdy =

_ //(—3) dody — —3 - A(D) = 37 -

IME - GMA
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Exercicio 4: Calcule o trabalho realizado pelo campo de forca
e - -
?(x,y,z) = (x“” + 22) i+ (yy +x2) j+ (zz —|—y2) k

quando uma particula se move sob sua influéncia ao redor da borda da esfera 22 + y? + 22 = 4, que
estd no primeiro octante, na direcao anti-horario quando vista por cima.

Solucao: O esboco de C esta representado na figura que se segue.

Seja S a porcdo da esfera no primeiro octante, limitada por C'. Entao, 05 = C.

Com a orientacdo de 05, temos que K aponta para cima. Logo, W= (@.9,2) _ (x’y’z). Temos

a 2
Wz/?-d?z//rot?~ﬁd5

c s
onde

- - -

i j k

rot? = 9 9 9 = (2y,2z,2x)
ox Jy 0z
N VR L Ve

Entao,

W://(QZ/,?Z,QCU)'wdSZ//(xijyz—l—xz) ds .
s s

UFF IME - GMA
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Para calcular esta Gltima integral, devemos parametrizar S. Temos
S p(p,0) = (2sen¢cosh, 2senpsend, 2cos )

. O§¢§7T/2 _ 2 _ )
com (¢,0) € D : { 0<f</2 Temos dS = a*sen ¢ dp df = 4sen ¢ dp df. Logo:

W = // (4sen2¢cosesen9—|—4sen¢cos¢sen9+4sen¢cos¢cos€) 4sen ¢ do db =
D

=16 // (sen3 ¢ cos B sen @ + sen® ¢ cos ¢ sen @ + sen? ¢ cos ¢ cos 9) do dbf =
D

w/2 pmw/2
= 16/ / (sen3 ¢ cos B sen @ + sen? ¢ cos ¢ sen @ + sen? ¢ cos ¢ cos 9) df do =
o Jo

= 16/7r/2 sen® ¢ - sen’ 0
0 2

T2 3
16/ <ben ¢ +28en2¢cos¢> dp =
0

2

w/2

+ sen? ¢ cos ¢(— cos ) " + sen? ¢ cos ¢ sen Q’ﬂm) do =
0 0

w/2 w/2
8/ (1—0052¢) sen ¢ d¢—|—32/ sen? ¢ cos ¢ dp =
0 0

w/2

3 1 17/2 3
_ 3 [—cos¢+“’b ‘b] 432 [ben ¢] ~ 16.
3 0 3 0

Exercicio 5: Calcule

I= 7{(6””3/3 —yz)dx + (e*y3/3 + xz + 2x)dy + (efzg/3 +5)dz
C

onde C' ¢ a circunferéncia = cost, y =sent e z = 2, com ¢ € [0, 27].

Solucao: Calcular diretamente a integral é muito trabalhoso, e como

- - -
i J k
0 0 0

tF = 9 9 LA
o ox dy 0z

e*IB/?’—yz e VP 4z 42 e P45
%
= (—z,—y,z2+2+2)=(—z,—y,2+22) # 0,

F ndo é conservativo. Assim, sé nos resta aplicar o teorema de Stokes. De C': x = cost, y = sent
e z =2, comt € [0,27], concluimos que C' é dada por 2> + y* =1 e z = 2, isto é, C' é a curva
de intersecio do cilindro 22 4+ y2 = 1 com o plano z = 2, orientada no sentido anti-horario quando
vista de cima.

UFF IME - GMA
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Zﬂ Zﬂ
5 4 F
C =08
—_—
Y
X

Observemos que C' é o bordo da porcao S d_)o plano z = 2, limitada por C'. De acordo com a
orientacio de C' = A5, devemos tomar W = k. Temos S : z =2, com (z,y) € D: a2 +y2<1le
dS = dxdy. Como rot? = =(0,0,2+22) = (0,0,6) em S, entdo, pelo teorema de Stokes, temos

— [ 1otF - K ds = 6)- (0,0, _
I é/ot K dS é/(o,oes) (0,0,1) dS

:6// dS = 6A(S) =6 (m1?) = 6.

Exercicio 6: Calcule
[z =y + (L4 y?)dy + [In (1+2%) +y] d=
C

sendo C' dada por y(t) = (4 cost, 4sent, 4 —4cost), com 0 <t < 27,

Solucao: Da parametrizacdo de C, temos v = 4 cost, y = 4sent e z =4—4cost, com 0 <t < 2.
Portanto 22 +y?> =16 e z = 4 — x. Logo, C é a curva intersecdo do cilindro 2> + 4> = 16 com o
plano z = 4 — x, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

UFF IME - GMA
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Da regra da mao direita, vemos que K aponta para cima. A superficie S pode ser descrita por

S:z=4—x= f(x,y), com (z,y) € D : 2* + y* < 16, Temos N = (—fs, =1y 1) = (1,0,1),

portanto, W= (1’7\2’;) e dS = /2 dzdy. Temos
— — —
i j k
otF =| 2 2 9 = (1,1,1).
ox dy 0z

z—y In(14+¢*) In(l1+z*)+y

Logo, do teorema de Stokes, temos

Foar - [[roF 7 as— [[(L1,1)- (1,0, 1)dudy -
C/ v é/ot 7 dS é/uu) (1,0,1)dxdy

://(1+1)dxdy:2A(D):2~7r~42:327r.
D

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 13 199

Exercicio 7: Calcule /? -d7, onde ?(x,y,z) = (— 2y + €T —z +y, 13+ ese“) eC éa
C
intersecdo da superficie z = 32 com o plano = + z = 1, orientada no sentido do crescimento de y.

Solucdo: Esbocando o cilindro parabdlico z = y? e o plano z + z = 1, vemos que os pontos A;, A,
e Az sdo comuns as duas superficies. Ligando-os, temos um esboco de C'.

Observe que calcular /? A7 pela definicao é uma tarefa extremamente complicada. Temos
c

T i K
_ 9 9 9 _ (1 a2 =
ot ' = - 3 . = (1,-32%,2) # 0.

_2y+€senx —z+y x3+esenz

Logo, ? ndo é conservativo. Para aplicar o teorema de Stokes, devemos fechar C' utilizando o
segmento de reta ('] que liga Az a A,.

Seja S a porcdo do plano z+z = 1, limitada por C = CUC). e que se projeta no plano yz, segundo
a regiao D cujo esboco se segue.

UFF IME - GMA
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Descrevemos S por S : 2 = 1—2 = f(y,2), com (y,2) € D : =1 <y <1e0 <z <y
Considerando a orientagdo de C' = 95, segue que a normal a S estad voltada para cima. Um vetor

normal a S é N = (1, =f,, —f.) = (1,0,1). Logo, 7 = (1\’%1) e dS = v/2dydz. Pelo teorema
de Stokes, temos

?‘ - ' ?n - » _227 (4, U, 7=
C/ a7 é/ot o dS é/(l 3(1—2)%,2) - (1,0,1)dyd

://(1+2)dydz:3//dydz:3/ll/y:dzdy:3/ll(1—y2)dy=

a4, =a(-3) 1

/?~d?+/?~d?:4.

<

ou

Cilculo de / Fodr
C1

Temos C; : z=1,comz=0e —1 <y <1 portanto dz = dz = 0. Entao,

/?d?:— Fodv=— Q(0,y,1) dy =
Cq “

Cr

:_/_l(—1+y)dy=—[—y+y—;}11=2-

1
Logo:

/?-d?:4—2:2.
C

Exercicio 8: Calcule 7{? .d7, onde
as

?(:L’,y, 2)=(y— z)? + [In (14 ¢%) +y2] T + (—zz + 2%) X

UFF IME - GMA
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e S consiste das cinco faces do cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] que n3o estio no plano xy, com 77
apontando para fora de S.

Solucao: A superficie aberta de S e seu bordo 0.5 estdo representados na figura que se segue.

s

Como 7/ é exterior, vemos que C' = OS tem orientacdo no sentido anti-horario quando vista de
cima. Pelo teorema de Stokes, temos

//m?ﬁ%ﬁ:f?d?.

Observemos que a curva C' = 0S5 é também bordo de outra superficie S, por¢do do plano z = 0,
limitada pela curva C'. Entao, C' = 95}, e portanto,

%?d?:%?d?

051

UFF IME - GMA
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Como C' = 05, esta orientada no sentido anti-horario, ent3o, pela regra da mao direita, deduzimos

. - .
que ni aponta para cima: n=k. Aplicando o teorema de Stokes, para calcular %?d? temos:

05,
%?.d?://rot?ﬁds
S1

95,
onde
— — —
i j k
0 0 0
F_| 90 9 9 —(—y. —1 —1).
rot - ay 92 ( Y, +Z> )
y—2z In(14+y*)+yz —zz+2%
Comoaequacdode S1éz=0com0<z<1e0<y<1,entdo rot? == (—y,—1,—1)em S;.
Assim,
f?-d // —1,-1)-(0,0,1) dS =
95,
// A(S)=-1"=—1.
Finalmente,

//rot? W dS = jf? d7 = 7{? d7 =

0851

Exercicio 9: Seja C' a curva sobre o cilindro #? + 3*> = 1 que comeca no ponto (1,0,0) e termina
no ponto (1,0,1), como mostra a figura que se segue. Calcule /? d7, onde ?(a:,y,z) é dado

— - =
mwf%%yﬂ):y@r—ﬂi +2%yj +z2k.
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1 y
(1,07 0)

Solugéo: Seja C = C' U (4, onde C; é o segmento de reta que liga (1,0,1) a (1,0,0). Entdo, uma
parametrizacdo de C é dada por o(t) = (1,0,1 —t), 0 < ¢t < 1. Consideremos uma superficie S
cujo bordo seja C. Seja S = S; U S,, onde S; é a porcio do cilindro entre 2 =0 e a curva C e S,
é a porcao do plano z = 0, limitada por 22 + 3% = 1.

De acordo com a orientacdo de C, devemos tomar ni e ng apontando para dentro do cilindro, isto

%
é i = (—x,—y,0) e nj = k. Temos
> - =
i j k
0 0 0
rot o % 3 0, 0, 22y —x +2)
y(z—2) 2% =z

UFF IME - GMA
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Do teorema de Stokes, temos:

C=0S+ S

j{ ?~d_>://rot?~ﬁ>dS://rot?%_)ldS+//rot?-77§dS:

z//(O, 0, 20y —x+2) (—z,—y,0) dS + // (0, 0, 22y —x+2)-(0,0,1) dS =
So
S1

:4/0d$+[2/(2xy—x+2)d5:

= // Qxydxdy—//xda:dy—l—Q// dxdy =2 A(D) = 2r.
D D

D:x24942<1
N

-~ —_——
=0 (%) =0 (%)
Logo:
/?-d?@ Fodv =or.
C 1
Mas, )
/?. ﬁ:/ F(o(t)) - o'(t) dt =
ol 0
1 1
:/ (0,0,t) - (0,0,—1) dt = —/ tdt=—~.
0 0 2
Ent3o,

/?~d?:%+27r.
C

(%) por simetria em integral dupla.

1

Exercicio 10: Calcule a integral do campo vetorial

?([B,y,Z) = (.Z’ +y+z,z2+r+ ein/Q,IB +y+ 67'22/2)

2 2
ao longo da curva intersecdo da superficie % + % +22=1, 2> 0, com o plano y = —1, orientada

no sentido do crescimento de x.

Solucao: O esboco de (' esta representado na figura que se segue.

UFF

IME - GMA
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9 3 Y Y 3 )

2

Paray = —1e 2z =0, temosl_—f—l = 1, portanto A = <_4_‘/§ -1 0) e B — (4\/_ 1 0)
! —

Vemos que rot? (I1-1,1-1,1-1) = 0 eque dom? R3 é um conjunto simplesmente

conexo. Entdo, pelo teorema das Equivaléncias em R?, a integral /? d7 nio depende do caminho

que liga o ponto A ao ponto B. Assim, consideremos o segmento de reta AB, dado por C : y = —1

—4V2 4\[

ez=0, comT< r< ==

/? 47 = /? d7 /P(x,—l,O)dx:

133 ) V33
:/ (2= 1+0) do=[% 4] - 52
—4v/2/3 2 —4v2/3 3

. Temos que dy = dz = 0. Entao,

Exercicio 11: Calcule

/ (y2 cosx + z3) dr — (4 —2ysenz)dy + (3:1:23 + 2) dz,
c

sendo C' a hélice © = cost, y =sent e z =1, com t € [0, 27].
Solucao: Fazendo
— — —
?(x,y,z) = (y®cosz +2°) i + (—4+2ysenz) j + (322° +2) k,

temos:

— — -
i ] K
ox dy 0z

y?cosx + 20 —4+2ysenx 3z2° +2

= (0,32% — 32%,2ycosx — 2y cosxw) = e
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Como dom? = R? que é um conjunto simplesmente conexo, ent3o, pelo teorema das equivaléncias

em R3, temos que é conservativo. Portanto, admite uma fungdo potencial p(z,y,z) que
satisfaz 3

a—i =y?cosz+2* (1)

9 _ —4+2ysenz (2)

9y

g—f = 3z2? 4 2 (3).

Integrando (1), (2) e (3) em relagdo a x, y e z, respectivamente, encontramos
o(r,y,2z) =y?senx + x> + f(y,2) (4)
o(x,y,2) = =4y +y*senz + g(z,z) (5)
o(z,y,2) = 22> + 22 + h(x,y) (6).

Para encontrar a mesma expressdo para ¢(zx,y, z), devemos tomar f(y,z2) = = -4y + 2z, g(x,z) =
2% + 2z e h(z,y) = y?senx — 4y. Substituindo em (4), (5) e (6), encontramos p(z,y,z) =
y?sen x+xz> — 4y +2z. Assim, pelo teorema Fundamental do Cdlculo para integrais de linha, temos

/ Fod7 = o (v(21)) — ¢ (1(0))

onde y(t) = (cost,sent,t). Como v(27) = (1,0,27) e v(0) = (1,0,0), temos

/?-d?:go(l,O,?W)—SD(LO’O) =
C

=0+ @2r)*-0+2-27r)—(04+0—-0+0) =

=813 + 4 =47 (272 + 1) .

Exercicio 12: Seja ?(a:, y,2) = (yz + 2%, xz + 3y*, xy).
a) Mostre que /? AT é independente do caminho.

C
b) Calcule /? -d7, onde C é a curva obtida como intersecio da superficie 2 = 9 — 22 — ¢,
c

z >4, com o plano y = 1, orientada no sentido do crescimento de z.

Solucao:

a) Temos que dom? = R? que é um conjunto simplesmente conexo. Além disso,

- - —

i F K

0 0 0 -
e I R T
ro - 3 e (r—z,y—y,z—2)=0

yz+ 2% xz+ 3y ay
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Calculo llI-A Lista 13 207

Entao pelo teorema das equivaléncias, segue que /? AT é independente do caminho.
c

b)De z=9 —2*—y* y=1ez=4, temos 4 = 9 — 2 — 1, portanto z° = 4. Logo, v = +2.
Assim, o ponto inicial de C' é A = (—2,1,4) e o ponto final é B = (2,1,4). O esbogo de C esta
representado na figura que se segue.

Como I nao depende de (', entdo consideremos o segmento (' que liga A a B. Temos que C; é

—2< <2
dado por Cf : y=1 . Logo, dy =0 e dz = 0. Entao,
z=4
2 2
/? 7= | F d?:/ P(x,1,4)dx:/ (4+2?) do =
—2 —2
C C1

Exercicio 13: A integral
/ 2ze*Y dx + 2 (;E262y + y cos z) dy — y?sen z dz
c

é independente do caminho? Calcule o valor da integral para a curva C obtida como intersecao da
superficie z = 9 — 22 — y%, 2 > 5, com o plano = = 1, orientada no sentido de crescimento de .

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 13 208

Solugao: O campo
F= (P,Q,R) = (21’629, 2 (x262y + y cos z) . —y’ sen z)

é de classe C'' em R?, que é um conjunto simplesmente conexo. Como

i j K
= 0 0 0

tF = — — — =
o ox dy 0z

2ze? 2 (x%e® +ycosz) —y’senz

= (—2ysenz+ 2ysen z,0,4ze? — dze®) =0
entdo, pelo teorema das equivaléncias, a integral /ﬁ - dr’ nao depende de C.
c

Dez=9—a22—9% z2=5ex =1, temos 5 = 9 — 1 — y?, portanto y> = 3, isto &, y = ++/3.

Considerando que C' esta orientada no sentido de crescimento de y, concluimos que o ponto inicial

de C' é o ponto A = (1,—+/3,5) e o ponto final de C' é B = (1,v/3,5). Como /ﬁ~d? nao
C

depende de C, vamos substituir C' por C}, segmento de reta que liga A a B. Mas, C; : z = 1,
2 =>5,—/3 <y <+/3, portanto dz = 0 e dz = 0. Logo,

/ﬁ-df:/ ﬁ~dF:/P(l,y,5)dx+Q(1,y,5)dy+R(l,y,5)dz(*:)
C C1

C1
(%) Vi
= Q(l,y,5)dy:/\/_2(12623’4—3/0085) dy =
Cq —V3
V3 e g2 V3
:2/ (e + ycosb) dy:2[ +—cos5] =
-3 2 2 -3

<62\/§ + g cos 5) — <e‘2‘/5 + g cos 5) = e2V3 _ o2V3

Em (x) temos que de =0 e dz =0.
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