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Calculo IlI-A — Lista 14

Exercicio 1: Mostre que
I:/(1+2xy+lna:) dr + 2° dy
C

é independente do caminho e calcule o valor de I onde C' é dada por () = = (1 + cost,sent),
com —7/2 <t < m/2.

Solucdo: Seja F(z,y) = (P,Q) = (1+ 2zy+Inxz,2%) que é de classe C'' no conjunto aberto
U={(z,y) € R*} z > 0}.

0

, . . P o .
Como U é um conjunto simplesmente conexo e Z—Q = 2r = ?9_ entdo, pelo teorema das equi-
€T Y

valéncias, segue que a integral de linha I é independente do caminho.
Esbogo de C

Temos que y(—7/2) = (1,—1) e y(w/2) = (1,1). As equagdes de C' sdo x =1+ cost e y = sent,
com —7/2 <t < 7/2. Logo, (x — 1)? = cos’t e y* = sen’t portanto (v — 1)? + y*> = 1. Entdo C
é o arco da circunferéncia (z — 1)* + y* = 1, percorrido no sentido anti-hordrio que vai de (1,—1) a
(1,1).
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(1,1

—_
)
8

(17 _1)

—————————— e e e~

Como a integral de linha ndo depende do caminho, vamos substituir a curva C' pelo segmento de
reta C que liga (1,—1) a (1,1).

(L1

(17 _1)

—————————— e e e~

Temos C : { ;i; ,com —1 <t <1, portanto dz = 0 e dy = dt. Logo,

I:/(l—i—ny—i—lnx) dr + 2* dy =
Cq

1 1
:/ 0+11dt=/ dt=1[t]., =2.
-1 -1

Exercicio 2: Calcule

I= / (ze™ 4+ ye™ + 6x) do + (ve™ + ze”*) dy + (ve®* + ye¥* —sen z) dz
C

- — -
onde C' é a curva dada por y(t) =1 + (t —1)(t—3)j + 7>k, com 0 < ¢ < 1.
Solucao: Seja

?(x, y,2) = (ze”* + ye™ + 6z, xe™ + ze¥*, xe™ 4 ye’* —sen z)
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definido em R3. Temos

- — —
i F K
Ox dy 0z

ze®* +ye™ 4 6x xe®™ + ze¥* xe® + ye¥* —senz
= (eyz + yze¥? — e¥* —yze¥?, e"F + xze™ — e** — xze™*, e — xye™V —

— e™ — gye™) = (0,0,0) = 0.

, . . — o
Como dom? € um conjunto simplesmente conexo e rot? = 0, pelo teorema das equivaléncias,
temos que ' é conservativo. Logo, existe ¢(z,v, 2), tal que Vo = F' em R?.

Para encontrar uma ¢(z,y, z), devemos resolver

% T2 Ty

o = 2e” Fyet + 6z (1)
00 _ yewy 4 zev? (2)
dy

9 _ xe”* 4+ ye¥* — sen z (3)
0z

Integrando (1), (2) e (3) em relagdo a x, y e z respectivamente,

o(x,y,2) = €%+ e™ 4+ 32* + f(y, 2) (4)
o(x,y,z) = €* 4 e¥* 4+ cos z + h(x,y) (6)

Comparando (4), (5) e (6), temos que f(y,z) = €¥* + cosz, g(x,z) = " + + 32> + cosz e
h(z,y) = " + 322, Logo, p(z,y, 2) = € + " + e¥* 4+ 32% + cos z. Entdo I = ¢(7(1)) — p(7(0))
onde (1) = (1,0,7) e v(0) = (0, 3,0). Logo,

I'=(1,0,m) = ¢(0,3,0) =
=(e"+e”+e"+3+cosm) — (e + e+ e +3-0%+ cos0) =

=e"+4—-—4=€".
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Exercicio 3: Calcule
(e“seny — 2y — ) dx + (e cosy + €¥) dy
C

ao longo de C': (x — 3)*> +y*> =1, y > 0, orientada de (4,0) para (2,0).

Solucao: O esboco de C esta representado na figura que se segue.

y A

Ora, calcular a integral usando a definicdo é uma tarefa muito complicada. Como rot? = < —

QQ_Mjﬁz

ox dy
- - — o ~ . . p
(e®cosy —e"cosy+2) k =2k # 0, entdo ? ndo é conservativo. Assim, sé nos resta usar o
teorema de Green. Para isso, fechemos a curva C através do segmento C; que liga (2,0) a (4,0).

y A

Seja D a regido limitada por C = C'UC,. Como estamos nas condicdes do teorema de Green, temos
A7 AT = @_@> _
/? dr+/? dr—//(ax o) dady =
c ol D

:2//dIdy=2A(D):2-%~7T-12=7T.

D
Cilculo de / Fodr
C1

Temos C; : y =0, com 2 < o < 4 portanto dy = 0. Entao,

?- = x, X x,0)-0=
C[ v C[P( 0) dz + Q(x,0) -0

4
:/ (e*sen0—2-0—m) do = —27.
2
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Logo,

/?-d?zw+2w:3ﬂ.
C

Exercicio 4: Calcule

/ (2* — y*) dv + (arctgy + 2°) dy
c
onde C' é a curva aberta que vai de (3,0) a (1,0), ilustrada na figura que se segue.

A

Y

fx2+y2:9

(L,o) (3,00

Solugdo: Seja ?(ﬂfay) = (P,Q) = (2% —y? arctgy + 2?), com (x,y) € R?. Entdo temos % -
?9_]; =2z + 2y # 0. Logo, F nio é conservativo. Para usar o teorema de Green, devemos fechar a

curva C, por meio do segmento de reta C; que liga (1,0) a (3,0).

Seja D a regido limitada por C' = C U (.

(1,0) ( (3,0) z

Ch

Como estamos nas condi¢des do teorema de Green, temos

— — oQ or _
/?~dr+/?~dr—//<% 8y> dxdy =
C ol D
://Qxdxdy+//2ydxdy.

D D
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Como f(z,y) = 2z é uma fungdo impar na variavel e D tem simetria em relagdo ao eixo y, entdo

/295 dxdy = 0. Utilizemos as coordenadas polares para calcular a outra integral. Temos

xr = rcost
y = rsenf
dedy = rdrdf

0<o6<nm
eDrg.{ 1<r<3 . Portanto,

T 3 T r3
//2yda:dy:2//(rsen@)rdrdé’:Q// r?senf drdf =
0J1 0 J1

D

=2 [g]j/ﬂsene df = ;(27—1)[—0059]W: %
0

0

Cslculo de / F.d7
C1

Temos C; :y =0, com 1 < x < 3 portanto dy = 0. Entao,

3 343
7 = — 2 qr = 2] =20
Cl?wlr—/ClP(x,O)dx—/lxdx—[3}1—3.

Logo,

4% 7
/C?d =X _T 9.

Exercicio 5: Uma lamina tem a forma da parte lateral do cilindro 22 + y? = 4, entre os planos
z=0ez=3— 1z Determine a massa dessa lamina se a densidade no ponto (x,y, z) é dada por

flx,y,z) = 2.

Solucao: Temos que

M:é/f(x,y,z) dS:é/:rQ ds

onde S esta ilustrada na figura que se segue.

UFF
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o , B ) 0<t<2n
Uma parametrizagdo para S é dada por (¢, z) = (2cost, 2sent, z) onde (t,2) € D : { 0<2<3—2cost -
(o)) Jyp
Temos -~ = (—2sent, 2cost, 0) e == = (0,0, 1), portanto
ot 0z
- - =
ve o i j k
a—fxa—f: —QBent 2c(c))st (1) :(QCOSt, QSent, 0)

Como dS = Haa—f X g—f ’ dtdz entdo dS = 2 dtdz. Logo,

27 3—2cost
M=//(2cost)2-2dtdz:8/ / cos’t dzdt =
o Jo
D

27 27 2
:8/ (3cos*t — 2cos’ t) dt:24/ cothdt—16/ cos®t dt .
0 0 0

Temos )
a 2
/ cothdt:l[t—i-Seth] =T
0 2 2 0
e
2 2 2
/ cos® t dt = / cos’t - cost dt = / (1 —sen?t) d(sent) =
0 0 0
3 27
= [sent - t} =0
0
Logo,

M = 247 u.m.
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Calculo llI-A

Exercicio 6: Seja C' a curva z = 222, com 0 < z < 2, contida no plano zz. Seja S a superficie

obtida girando C' em torno do eixo z.

a) Parametrize S.
b) Calcule a drea de S.

Solucao:
a) Uma parametrizacdo da curva C' é dada por x(t) = ¢, y(t) = 0 e z(t) = 2t*, com 0 < ¢ < 2.

Logo, uma parametrizacdo de S a dada por
o(t,0) = (x(t) cos b, z(t)send, z(t)) = (tcosb, tsenb, 2t)

0<t<2
Com(t’e)ED’{O§9§2ﬂ'

b) As derivadas parciais de ¢ sdo
or = (cosB,sen 6, 4t)

wg = (—tsenf, tcosh, 0)

e o produto vetorial é
i j kK
Yt X g =1| cost senf) 4t | =

—tsenf tcosd 0

=1

= ( — 4% cos 0, —4t? sen 0, t cos” 0 + tsen2@>,

portanto
Hcpt X gpg” = /16t1cos? 0 + 16t*sen? 0 + 12 =

= V16t* + 12 = t/1612 + 1

pois t > 0. Como
A(S) :// |00 x ol dtdo
D

entao
2 p27
A(S)Z//t\/16t2+1dtd6:// V1612 + 1 dodt =
0J0
D

2
:27r/ (1662 + 1) ¢ dt .
0

IME - GMA
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Fazendo u = 16¢? + 1 temos du = 32tdt, portanto tdt = du/32. Parat = 0 temos u = 1 e para
t = 2 temos u = 65. Entao,

05 1/2du T 2[ 3/2 65 T \/—
A(S):27r/1 u 521—6-5[11 L = Z(65v65— 1) wa.

_
Exercicio 7: Calcule //?ﬁ dS onde F (r,y,2) =x 1 —y j eS éparte da esfera 2% +y*+2? = a*
S

no primeiro octante e K apontando para a origem.

Solucado: O esbogo de S estd representado na figura que se segue.

e

s
Como 77 é dirigido para a origem, entdo 77 é interior 3 esfera 22 + y* + 22 = = a2, isto §,
7= B2 Eriso
a
//? w dS://(a:,—y,O) (e, ay’ 2 g5 =
s s
! (—2* +y?) dS
a
s

Para calcular a integral, devemos parametrizar S. Temos

S p(p,0) = (asen ¢ cosh,asen psend, acos )

UFF IME - GMA
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0<6<1/2
0<0<m/2

//?-ﬁdsz

= é // (—a2 sen” ¢ cos® § + a® sen® ¢ sen” 0) a’sen ¢ dodl =
D

com (¢,0) € D : { . Da teoria, temos que dS = a®sen ¢ d¢df. Entao,

= —a? // (cos® @ — sen”6) sen® ¢ dodb =
D

= —a? // cos 20 sen® ¢ dopdf =
D
w/2 w/2
= —a3/ sen’ qb/ cos 20 dfd¢ =
0 0
a3 /2 w/2
= — sen® qb[sen 2«9] do =
2 0 0
B w/2 i w/2
= — sen3¢<sen7r—sen0>d¢:—/ 0dep=0.

Exercicio 8: Considere o campo vetorial
- — —
?(x,y,z) =(z+zcosy)i +(x—y+2)j+(z"—3a°)k.

Seja S uma lata cilindrica com fundo e sem tampa dada por 2% + y? = a%, com 0 < z < v/a, a > 0

e 22 +y? < a?, z = 0. Sabendo que o fluxo de ? através de S, de dentro para fora é igual a ma?,

calcule o valor de a.

Solugéo: Consideremos S = SUS], onde S; é dada por S : z = v/a, com (z,y) € D : 2*+y? < a®.

A superficie S; deve ser orientada com = k. Seja W o sélido limitado por S. Como estamos

nas condicbes do teorema de Gauss, temos

//?st+//?ﬁdsz///div?dxdydz:
:///(1—1+4z3) da;dydz:4///z3 drdydz .

Como //? -7 dS = 7a3, entdo,
S

m3+//?-771d5:4///z3dxdydz (1)

UFF IME - GMA
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Passando para coordenadas cilindricas, temos

r = rcost
y = rsenf
z = z

drdydz = rdrdfdz

e W9, é dado por

0<r<a
Weos : 0<6<2r
0<z<Va
Entao,
a 2r r/a
///z3 dxdydz:///z?’r drd@dz:/r// 23 dzdfdr =
g 0 o Jo Jo
a 27 4\/5 2 a 27 2 a
:/T/ [Z—} d@dT:a—/T/ dodr = | r dr =
0 0 4 1o 4 /o 0 2 Jo
B ra? [7"2](1 B rat
T2 2] 4 -

Logo, de (1), temos

7ra3+//?-771>d5':7m4 (2)
St
Cilculo de / / 7.7 ds
St

//?mdsz

://(x+\/5005y,x—y+\/5,a2—3a2)~(0,O,1) dsS =
St

Temos

De (2) temos:

1
7ra3—27ra4:7m4:>7m3:37m4:>1:3a=>a:§.

UFF

IME - GMA



Calculo llI-A Lista 14 220

Exercicio 9: Calcule //rot? -7 dS onde
S

F(z,9,2) = (—y + 267,z + cos(yz), zy)

e S, orientada positivamente, é a reunido de S; e S, sendo S; dada por z = = 4 — 22?2 — 3%, com
2
0<z<2e S5, dada porz:1+x2+%,com 1< 2<2.

Solucao: O esboco da superficie aberta S = S| U S; estd representado na figura que se segue.

Para aplicar o teorema de Gauss, devemos fechar a superficie S através da superficie S3, dada por
.2 2 . —
Ss:2=0,com (z,y) € D: 22> +y* <4 ou %—i—yz < 1, orientada com 773>: -k.

Seja W o sélido limitado por S = SU S;. Como ? é de classe C' em R? e S = OW estd orientada

UFF IME - GMA
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positivamente, entdo podemos aplicar o teorema de Gauss. Temos,

//rot?-ﬁdS:///divrot?dV.

Mas, por propriedades dos operadores diferenciais, temos que div rot? = 0. Entao,

//rot?-ﬁdsz///ow:o
//rot?-ﬁdS—l—//rot?-ﬁgdS:O.

Cileulo de / / ot F - 715 dS
S3

ou

Temos =
i
0

_)

J
otF — 9 9
ox dy

—y+ze* x+cos(yz) x

Flo =]

<

= (z+ysen(yz),e* —y,1—(-1)) =
= (z+ysen(yz),e® —y,2) .

Em S5, onde 2z = 0, temos que rot? = (z,e" —y,2). Entdo,

// (ot F - 71 dS — // ) (0,0, 1) dS =
/ / —2dS = —2A(Ss) = —2mab

ondea=+v2eb=2. Logo

// rot? b dS = —4V21
S3

e, portanto

//rot?.ﬁdszwim

UFF
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Exercicio 10: Seja
- 2’ -
?(a:,y,z) =2y i +3 j+vV1i+28k.
Calcule fﬁd? onde (' é a curva dada pela intersecio das superficies z = 22 +y? e 22+ (y—1)2 = 1
C

com um sentido de percurso tal que, quando projetado no plano z = 0 produz um percurso no sentido
anti-horario.

Solucao: O esboco de C é:

z z

Considerando o sistema
z =2t +y?
2+ (y—12 =1ou 22 +y*=2y

temos z = 2y. Isso significa que a curva intersecao C' esta contida no plano z = 2y. Entdo, seja S
a superficie porcao do plano z = 2y, limitada por C. Logo, 05 = C. Temos

S:ZZQZ/:f(xay)

com
(r,y) €D 2+ (y—1)><1 ou 2* +y* <2y.

O esboco de D esta representado na figura que se segue.

yll

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 14

223

Como dS = \/1 + (22)” + (2,) dady entdo dS = 1+ 0+ 22dxdy = = v/5daxdy. De acordo

com a orientacdo de C' = 05, devemos tomar K apontando para cima. Entao

— N (zm—zpl) (0,-2,1)

n = = —
I¥] I¥] V5
Temos SN N
i k
o 0 7]
ot F = or oy e = (0,0, —2).
2
2y "% V1428

Pelo teorema de Stokes, temos

f?-d?://rot?ﬁdsz

://(0,0,$—2)~L\/§’1)~\/ngdy://(:E—Q) dxdy .
D

D

Passando para coordenadas polares, temos

r = rcosf

y = rsenf

dedy = rdrdf
224y = 2y=>1r?=2rsenf =r=0 ou r=2send

0<o<nr
0<r<2sent

7. = rcosf — 2)r drdf = r?cos — 2r) drdf =
f a7 //( 0 —2)r drdf D//( 0 —2r) drdf

Dyo
T r2senf ™ r3 2sen 0
:/0/0 (T‘QCOSQ—QT) drd@z/o [008«93—7‘2}0 df =
:/ <§c0898en39—48en29) df =
0

8 sentf 4 sen20\ 17
_[3' 1 _§<9_ 2 )]o__%‘

Do esbogo de D, temos que D,y é dado por D,y : { . Entao,

Exercicio 11: Use o teorema de Stokes para transformar a integral de superficie //rot Fﬁ) dS em
S

- — 2
uma integral de linha e calcule-a, sendo ?(a:,y, z)==ua]j +ayk, através de S : :1:2+y2+% =1,

z < 1, orientada de forma que o vetor normal no ponto (0,0, —2) esteja apontando para baixo.

UFF
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2
2
Solucdo: De 22 + y2 + ZZ =1lez=1,temos 22 +y% = % = (?) . Logo, o bordo de S, 0S ¢é

. N . 3 . .
uma circunferéncia de raio \/7_ de centro no eixo z e contida no plano z = 1.

Os esbocos de S e OS sao

w2
K

Como 77 é exterior a S ent3o o bordo de S, 05, resulta com orientacdo hordria. Parametrizando

V3 V3

05—, temos x = 7cost, y = 7sent ez =2 com0 <t <27 portanto dz = —?sent dt,

dyz?costdtedz:O.

Do teorema de Stokes, temos

//rot?-ﬁdS:f?-d?:_jg?.d?:

oS+ 0S8~
2w
:—dex—l—xdy—{—xydz:—/ (?cost) (?cost)dt:
0S5~ ’
2
_ 3 9 3 1[ senzt]27T 3
—/0 costdt—42t+2 o =1
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