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1. Parametrize as superficies abaixo, indicando o dominio dos parametros:

(a) S: parte da esfera 22+ y? + 22 =4, que fica acima do plano z = 2.

(b) S: parte do cilindro 22 +y? =4, que fica entre os planos z = —2 e y+z = 2.

(c) S: parte do plano x + %y + 2z =2 no interior do cilindro z? + y? = 1.

(d) S: cone gerado pela semireta z =2y, y > 0, girando-a em torno do eixo z.

(e) S: superficie de revolugao obtida girando o segmento de reta AB, A= (4,1,0), B =(2,4,0),

em torno do eixo x.
(f) S: parte do cilindro z2 +3? =2y, que ficaentre z =0 e z =22+ 3>

(g) S: superficie de revolucio obtida girando a curva (z —a)?+22 =72, com 0<r < a, em torno

do eixo z.
2. Seja S uma superficie parametrizada por 7(u,v) = (v cosu,vsenu, 1l — v2) 0<u<2m e v>0.

(a) Identifique essa superficie
(b) Encontre uma equacao da reta normal a S em 7(0,1)

(c) Encontre uma equagao do plano tangente a S em (0, 1).
3. Calcule a drea da superficie dada por #(u,v) = (u,v,u® +v?), com (u,v) € D: u?+v? <4,
4. Calcule a area das superficies:
S :  porcao do plano 4 2y + z =4, que estd dentro do cilindro z2 + y? = 4.

. . 2 2
parte da esfera 2 + y2 + 22 = 4, interior ao cone z = \/%.

(a)

(b) S

c) S: porgao do cilindro 2% +y? =1, entre os planos 2=y e z = 2y.
) S

) S

b

(

(d parte do cilindro z? 4 y? = 2y, limitado pelo plano z =0 e o cone z = \/z2 + y2.

(e superficie gerada pela rotagao do conjunto C' = {(0,y,z) € R (y —2)*+ 2% =1} em torno
do eixo z.

(f) S: superficie gerada pela rotagao do segmento de reta AB, A = (0,1,3), B = (0,3,1) em
torno do eixo z.

(g) S: partedasuperficie z = /22 + y2, compreendida entre os planos z+y =1, z4+y =2, x =0
e y=0.

(h) S: parte do cone z = \/x?+y?, que se encontra dentro do cilindro z? + y? = 2y, fora do
cilindro z? 4 y? = 1.

5. Calcule a area da superficie da esfera de raio a, centrada na origem, limitada por dois paralelos e dois
meridianos, sabendo que o angulo entre os meridianos é « e a distancia entre os planos que contém os
paralelos é h.

6. Seja S a superficie de equacio 2z = 22 +y?, 0< 2z <k, k> 0. Sabendo-se que a 4rea de S vale

14va determine o valor de k.

7. Deseja-se construir uma peca de zinco que tem a forma da superficie de equacdo z =1 — 22, compre-

endida entre os planos y =0 e z=0 eocilindro z=1—1%2 y > 0. Se o metro quadrado do zinco
custa R reais, calcule o preco total da pega.
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

O cilindro 22 + 4% = x divide a esfera S: 22+ y? + 22 =1 em duas regides S; e Sy, onde S

estd no interior do cilindro e Sy fora. Ache a razdo das areas ig?;

Calcule [[q f(x,y,2)dS, onde

) f( )
b) f(z,y,2)=2%2 ¢ S: 22+y*=a? a>0, com 0<2<1.
(¢) f(z,y,2) =2 e S é aregiao triangular com vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
(d) f(z,y,2) =2 e S éasuperficie do sélido limitado pelo cilindro z?+y? =1 e os planos z =1
e r+z=
(e) flx,y,z2) = \/W e S ¢éaporcio da esfera 2+ y? + 22 = 36, limitada pelos planos
z=0 e z=3.

(f) f(x,y,2) = 2%y?2% e : ¢éa parte da superficie conica /22 + y2, limitada por z = 4— /22 + 92
com z > 0.

(g) flx,y,2) =2%y?> e S ¢éa porcao do cilindro 22+ y? =a?, a >0, no primeiro octante, entre

os planos z =y e z=2y.

(h) f(z,y,2)=22+y?> e S: 22+ +22=4, com z>1.

Suponha que f(z,y,2) = (22 +¢?) - g (sz +y?+ 22>, onde ¢ ¢ uma funcao de uma variavel, tal
que g(2) = —5. Caleule [[g f(z.y,2) dS, onde S ¢éaesfera a?+y*+ 22 = 4.

Calcule a massa da superficie S parte do plano z =2 —z dentro do cilindro 22+ y? =1, sendo a
densidade dada por p(x,y,z) =y

Seja S a porcdo do cilindro z2 +4? =1, com z >0, limitada pelo plano z+y+ 2z =1 e o plano
z = 0. Calcule a massa de S, sabendo que a densidade de massa em um ponto é igual ao quadrado
da distancia do ponto ao eixo z.

Seja S a superficie do sélido limitado inferiormente pelo paraboléide z = z2 + y? e superiormente
pelo plano z =1. Se a densidade de massa é dada por p(z,y,z) = z, calcule a massa de S.

Seja S a porcdo da esfera 22 +y?+ 22 =4 que se encontra dentro do paraboléide z = Z40°  Calcule
a massa de S sabendo que a densidade de massa em cada ponto (z,y,z) € S é igual ao quadrado da
distancia do ponto ao eixo z.

Seja S a superficie de rotacao obtida girando C = {(a;, y,0) €R3; 2 =Iny, V3<y< \/é} em torno
do eixo x. Calcule a massa de S, sabendo que a densidade em cada ponto é proporcional a distancia
do ponto ao eixo =x.

Determine o momento de inércia em relacdo ao eixo z da superficie S: 22+ y? = 2y, limitada por
2=0 e z=+/22+y?, sendo a densidade p(z,y,z2) = z.

Mostre que o momento de inércia de uma casca cilindrica de comprimento L e raio da base a, com
densidade constante, em relagao a um diametro do circulo cujo centro coincide com o centro da casca
cilindrica, é I = %Ma2 + %MLQ, onde M ¢é a massa total.

Calcule o0 momento de inércia da superficie homogénea, de massa M, de equacio z%+y? = R?, (R > 0),
com 0<z<1, em torno do eixo z.

Uma lamina tem a forma de um hemisfério de raio a. Calcule o momento de inércia dessa lamina em
relacao a um eixo que passa pelo polo e é perpendicular ao plano que delimita o hemisfério. Considere
a densidade no ponto P da lamina proporcional a distancia desse ponto ao plano que delimita o
hemisfério.
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20.

21.

22.

23.

Mostre que o momento de inércia em relacao ao eixo z da casca do cone z = /a2 +y? de altura h
Mh?

que estd no primeiro octante com densidade constante ¢ I = =5, , onde M ¢ a massa total.
Calcule o momento de inércia da superficie esférica de raio R, homogénea, de massa M, em torno
de qualquer diametro.

2

Calcule o centro de massa da superficie homogénea, parte da superficie conica 22 = x? + y?, compre-

endida entre os planos z=1 e z=2.

Calcule ffsﬁ~ﬁdS, onde

(a) F(z,y,z) = —2k e S éa parte da esfera 22 +y2 + 22 = 4 fora do cilindro 22 + 42 =1, 7
apontando para fora.

—

(b) F(z,y,2) = (—z) i+ (—y) j+ (3y%2) k e S é a parte do cilindro 2? + y* = 16, situado no
primeiro octante, entre z=0 e z=5—y, 1 apontando para o eixo z.

(¢) F(z,y,2) = (z+ 3z) i+(2+3) k e S éasuperficie do sélido limitado por z = 1—y%, z =0, 2 = 2
e o plano zy, com 7 exterior.

(d) F(z,y,2) = (—3zyz?) i+ (z 4 2yz — 222%) i+ (yz* — 2%) k e S é a unido da superficie
22 4+9y*2=1,0<2<1,com z=0, 22+ y? <1, indicando a orientacdo escolhida para S.

(e) ﬁ(x, Y,2) = (yz, —zz, 2% + y2) e S é a superficie de revolugao obtida girando o segmento de reta
que liga (1,0,1) a (0,0,3), em torno do eixo z, com 7 tendo a componente z nao negativa.

(f) Flw,y,2) =
(2) F(z,y,z D=yi+aj+2 k e S éa superficie plana limitada pelo triangulo de vértices (2,0,0),
(0,2,0) e (0,0,2), com 7 tendo a componente z nao negativa.

(ac Y, — ) e S éasemiesfera 22 +9y> 422 =4, 2>0, com 7 exterior.

(h) ﬁ(x, Y, 2) =2 i+yzj e S éaparte doplano z =2 — z, limitada pelo cilindro 22+ 32 = 9,
com 7 talque 7-k>0

_3
(x,y,2) = (1’2 +y2 + 22) 2 (z,y,2) e S éaesfera 22+y>+22=0a? a >0, com 7 exterior.

—~
—

S—
ol

2

(v,y,2) =(x —y,x+y,2) e S: 22+y>=a? 2>0,0<z<h, com 7l exterior.

(:c,y,z):xf—k—yf e S éa parte da esfera z?+y?+ 2% = a?,

apontando para a origem.

a > 0, no primeiro octante e

(r,y,2) = (x,—3y,—2z) e S é aunidao dos planos y+2=0, com 0 <z <1, —-1<y<0 e
=0, com 0<z<1, 0<y<1, indicando a orientagao escolhida para S.

=
RS TR TS TR S ]

24. Calcule o fluxo de ﬁ(m,y,z) = (y2 + 22,x,x), através da superficie de revolugdo obtida girando o

segmento de reta que liga o ponto (4,1,0) a (2,4,0) em torno do eixo x, onde o vetor 7 tem
componente ¢ nao negativa.

25. Calcule o fluxo de F"(a:, y,z2) = Z+y j— 2z E, através da superficie S, parte do cilindro z?+1y? = 2z,

limitado pelo plano z =0 e pelo cone z = /22 + y2, com vetor normal apontando para fora de S.
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Respostas
1. (a) 7(¢,0) = (2sen¢cosf,2sen psenh,2cosp), (p,0)eD: 0<p< T, 0<60<2rm
(b) (0, z) = (2cosb,2senb,z), (0,z) e D: 0<60<2m, —2<2z<2—2senf
(c) Fz,y) = (v,y,2—x—7y), (z,y) €D: 22+3><1 ou
7(r,0) = (rcosf,rsen6,2 —rcosf —rsend), (r,0)cD: 0<r<1,0<60<27
(d) 7(t,0) = (tcosf,tsend, 2t), (t,0)e D: t>0,0<60<2rw
(e) 7(t,0) = (4 —2t,(1+3t)cos,(1+3t)send), (t,) e D: 0<t<1, 6€]l0,27]
(f) 7(0,2z) = (2senfcosh,2senfsend, z) = (sen26,2sen?d, z),
(0,2)€eD: 0<0<m 0<z<4dsen?d ou
7(t,z) = (cost, 1+ sent,z), (t,z)€D: 0<t<2m, 0<2z<2+2sent
g) 7(t,0) = ((a+ rcost)cosb, (a+rcost)senf,rsent), (t,0)eD: 0<t<2m, 0<6<2m

()

2. (a) S: z=1-22—y?> (paraboloide circular)
(b)
)

b) (z,y,z) =(1,0,0) + A(—=2,0,—-1), Ae€R
(c)2z+2z—-2=
3. (1717 1) 13. g (25v/5 + 61)
207
4. (a) 46 7 14. 2¢
(b) 4m 15. 38km
(c) 4 i
(d) 8 16. 67
(e) 82 18. MR?
f) 82«
(® s 19, kra®
(g) %= )
2MR
() 2 (5 +v3) S
5. aha 22. (0,0, 194)
6. 3 23. (a) —4mV/3
b) 407 — 64
7. (5v5-1)£& (b) 40w
< g;fj (c) 32 ) |
(d) # com 7 exterior
9. (a) %(35\/5—1) (e) T
(b) % (f) 1g7r
(c) ¢ (8) %
(d) 4V2+3)r (h) 187
(e) 2167 (i) 4m
(f) 8v2 (j) 2ma®h
aG
(8) 3% (k) 0
207
(h) ¢ (1) & com 7 apontando para cima
10. -8 24, 255m
)
1. 25, 22

12. 3T 4+ 2



