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LISTA 9 - 2012-1

Maximos e minimos.

Nos exercicios 1. a 8. use o teorema de Weierstrass (teorema dos valores extremos) para dizer
se é possivel garantir, a priori, se o problema de otimizagao possui ou nao uma solugao.

Maximizar
sujeito as restricoes

. Maximizar

sujeito as restricoes
Minimizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

flz,y)=z+y
£>0,y>0, 22 +y* <1

flz,y) = a? —y?
x>0, y>0.

flry)==z-y
>0, y>0, x+y=1.

f(z,y) = sem(ac2 + y2)
22 +y? < 1.

f(x,y) = sen(z? +y?)
22 +y? < 1.

flz,y) = sen(m2 + y2)
2+ =1.

f(z,y,2) =242y + 3z
r>20,y>20,2>20, z+y+2<1

flx,y,z) =x+2y+ 3z
x>0, y>0, z<z?+y>

Nos exercicios 9. a 13. obtenha e classifique os pontos criticos da funcao dada. Depois de classificar,
por pura inspec¢ao ou usando um programa computacional grafico, tente concluir se f possui maximo
ou minimo global nos extremantes locais de f.

Obs.: os extremantes locais de uma funcao sao os pontos de maximo e de minimo local da funcao;
os extremantes globais de uma func¢ao sao os pontos de maximo e de minimo global da funcao.

flay) =2 —ay+y 12. f(x,y) = 2%+ 2y% + 3wy + 22 + 2y

f(z,y) =z +ysenx

flz,y) =2° +1° — 5z — by 13. f(z,y) = 3 (z* + 3y?) e~ 72—y
Nos exercicios 14. a 17. utilize o seguinte resultado para encontrar os pontos de méximo e minimo
global da func¢éao dada.

Seja f(x,y) = ax® + by? + cxy + dx + ey + f, onde a,b,c,d,e e f sdo constantes, a # 0 ou b # 0 ou c # 0.

E possivel provar que se (zg,yp) for um extremante local de f entdo (zg,yo) também serd um extremante
global de f.

flz,y) =22 +22y + 2y — 2+ 2y 16. f(x,y) = 2> + 3zy + 49> — 62 + 2y

f(z,y) =z + 2y — 22y — 22 — 3> 17. f(z,y) = 4a? + 4oy + y? — 4x — 2y
Obtenha o maximo de f(x,y) = zye * Y para x > 0, y > 0. (Sugestao: apds encontrar os
pontos criticos de f e verificar que (zp,y0) ¢ um ponto de maximo relativo de f, mostre que

f(:r,y) < f ($0,y0))-
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19. Mostre que a funcdo g : R? — R definida por g(z,y) = sen (z +y) + senz + seny

admite maximo local em (

) e minimo local em (

T
373 3

20. Considere a funcio z = f(x,y) = 22 + (1 — x)%y2.

(a)

(b)

Encontre o tnico ponto critico de f e verifique
que é um ponto de minimo local de f;

Observe o gréafico de f na figura ao lado e conclua
que o valor de f nesse ponto nao é um minimo

global de f.

gl
) 3 *

O objetivo desse exercicio foi verificar que a afirmacao descrita a seguir, bastante util para determinar o

maximo ou o minimo absoluto de uma fungao real de uma variavel, infelizmente nao pode ser generalizada

para funcao real de mais de uma varidvel: “se uma funcao real de uma varidvel, continua em um intervalo I,

tem um tdnico ponto critico no interior de I, e se esse ponto for um ponto de maximo relativo (ou de minimo

relativo) da fungéo entdo também serd um ponto de maximo absoluto (ou de minimo absoluto) da funcao

em [”.

21. Na figura a seguir encontram-se as curvas de nivel de uma fungao escalar f de classe C'*° definida
em R?. Os tnicos pontos criticos de f sdo os pontos p, q e r. Os vetores indicam a direcio e sentido
do vetor gradiente.

(a)

(b)

()

(d)

O ponto p é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a fungao f7 Justifique sua resposta.

O ponto q é méaximo local, minimo local ou ponto
de sela para a fungao f7 Justifique sua resposta.

O ponto r é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a funcao f7 Justifique sua resposta.

O ponto s é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a funcao f7 Justifique sua resposta.

22. Na figura a seguir encontram-se algumas curvas de nivel de uma fungao escalar f e uma curva de
nivel D de uma funcio escalar h, com f e h de classe C* definidas em R2. Os vetores indicam a
direcao e sentido do vetor gradiente.

(a)

O ponto p pode ser extremo local de f na curva
de nivel D7 Em caso afirmativo, o ponto p seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto q pode ser extremo local de f na curva
de nivel D? Em caso afirmativo, o ponto ¢ seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto r pode ser extremo local de f na curva
de nivel D7 Em caso afirmativo, o ponto ¥ seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto s pode ser extremo local de f na curva
de nivel D? Em caso afirmativo, o ponto § seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

Desenho das curvas de nivel de f
e do congunto admissivel D (curva
com tragado mais forte).
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35.
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Nos exercicios 23. a 25. encontre os extremantes da funcdo objetivo f no conjunto admissivel
(conjunto que satisfaz a restricio). Encontre também, se houverem, os extremantes de f em R2.

2 22

f($ay,2)=$2+y2+22, sujeitoax2+yz+§:1,

f(z,y) = 2% + 12, sujeito & 522 + 62y + 5y? < 8.
flz,y) = y2 — xz, sujeito a z2 + y2 < 4.

Determine o valor maximo de f(z,y) = x+ 5y onde x e y estao sujeitos as restrigoes: 5z + 6y < 30,
3x+2y <12,z >0ey > 0. (sugestdao: desenhe o conjunto admissivel de f e as curvas de nivel de
f, conclua que a solucao estd em um dos vértices desse conjunto e resolva o problema)

Encontre a expressao geral (em termos de todos os parametros) do ponto (z1,z2) que maximiza a
fungao de Cobb-Douglas U(x1,x2) = kx?x%_o‘ sujeito a p1xy + paxe = I. (obs. 1 >0, z9 >0, a
funcao de Cobb-Douglas é usada em economia e representa uma fungao de produgao)

O lucro de uma loja foi determinado como sendo L(z,y) = 1400 — (12 — z)? — (40 — y)?. Quais os
valores de x e y que o maximizam?

Um disco circular tem a forma da regido 22 + 3> < 1. Se T graus é a temperatura em qualquer
ponto do disco e T' = 222 + y? — y, encontre os pontos mais quentes e mais frios do disco.

Encontre o ponto (z*,*) da pardbola y = 222 que est4 mais préximo do ponto (4,5/4). Vocé pode
assumir que tal ponto existe.

Determine a menor distancia do ponto P = (2,1, —1) ao plano 4z — 3y + z = 56 e dé o ponto do
plano em que a distancia é minima.

Uma caixa de madeira sem tampa deve ser construida de forma a conter o cm?, onde o é um

nimero positivo dado. Ignorando-se a espessura da madeira, como a caixa deve ser construida a
fim de se utilizar a menor quantidade de madeira (medida pela soma das areas das faces da caixa)?

Maximize z2y%2? sujeito a 2 + y? + 22 = ¢, onde ¢ é uma constante real positiva fixa. Qual é o
valor maximo da funcgao-objetivo no conjunto determinado pela restricao? Mostre que para todo

z,y, 2 € R ocorre
2 2 2
3/7x2~y2-22§x —|—y3 +z .

Esta desigualdade afirma que a média geométrica de trés niimeros positivos é sempre menor ou igual
do que a média aritmética destes trés nimeros. Mais ainda, estas médias sao iguais se, e somente
se, os trés nimeros (72, y? e z?) sdo iguais. Naturalmente, a mesma demonstragio funciona para
um conjunto de n nimeros positivos:

3 +ad+-+al

n/2 . .2 2
1 2 n = n
com igualdade se, e somente se, 73 = 23 = -+ = x2.

Obtenha o ponto da elipse 422 +y? = 4 situado no lo. quadrante, no qual a tangente & curva forma
com os eixos coordenados o triangulo de menor area possivel. Calcule essa drea minima.

Determine as dimensoes do paralelepipedo retangulo de volume maximo e faces paralelas aos planos
coordenados que pode ser inscrito no elipséide 16x2 + 4y? + 922 = 144.

2 2 2
z
Determine a equacao do plano tangente a superficie T + % 6= 1, x>0, y>0ez>0que

forma com os planos coordenados um tetraedro de volume minimo.
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RESPOSTAS DA LISTA 9 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)
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24.

25.
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Sim 2. Nao 3. Sim 4. Nao 5. Sim 6. Sim 7. Sim 8. Nao
(1,2): sela. 10. (km, (=1)kT1) | k € Z: selas.
min local de f em (1,1); f ndo possui min global, pois quando = = constante e y — —oo, temos f(x,y) —

—o00; méx local de f em (—1,—1); f ndo possui maximo global, pois quando x = constante e y — 0o, temos
f(z,y) — oo; selas: (—1,1) e (1,—1).

(2,—2): sela

£(0,0) = 0 = min local de f = min global de f, pois 2 + 3y* > 0,V(x,y) € R? e e' >0, Vt € R;
(0,1) e (0,—1) sao pontos de méximo local de f; com um programa computacional visualize o grafico de f e
observe que o méx global ocorre nesses pontos; f(0,+1) = 9e~! = méx global de f; selas: (1,0) e (—1,0).

11
min local e global em (2, 2) 15. maéx local e global em (4, 4)

7T
min local e global em todos os pontos da reta 2z +y =1

méx de f = e~ 2 em (1,1).

54 22
min local e global em ( —)

vf(g 3) = (0,0); Hess(f) (g g) = % > 0; Tf (* *) =-V3<0= (%,g) é ponto de max local.

5t 5 57 b 9 0%*f (57 5w b 57
= 'H _— = - _ _ A
Vf( 3> (0,0); ess(f)(3 3> 4>0 32( ; > V3>0= <3 3)epon’code

min local.
(a) (0,0)

(b) Pelo grafico existem valores de f menores que f(0,0) = 0.

(a) Minimo local. Partindo de p, f cresce. (c) Idem item (a)
(b) Sela. Partindo de q, em duas diregoes
f cresce e nas outras duas f decresce. (d) Nenhum deles. O ponto s nao é ponto critico.

(a) e (b) Sim. Minimo local. c) e (d) Nao. Méximo local.

(
min de f =1 em (£1,0,0); mdx de f =9 em (0,0,+3). Sem a restrlgao 0 umco ponto critico de f é (0,0, 0)
que é um ponto de minimo local e global de f, pois f (z,y,2) = 2% + y? + 22 > 0 = £(0,0,0).

min de f =0 em (0,0); max de f =4 em + (ﬂ, —\[) Sem a restri¢ao, o Unico ponto critico de f é (0,0)
que é um ponto de minimo local e global de f.

min de f = —4 em (0, £2); max de f =4 em (£2,0). Sem a restrigdo, o tinico ponto critico de f é (0,0) que
é um ponto de sela do grafico de f.
3

3
. Maximo = ;—7 Logo z2y?2?% < % -

3/0202,2 < 3£_E_Z2+y2+22
v==\a9r T3 3

méx de f =25 em (0,5). 33
al (1—-o)l

ey = (21,021
b1 b2

=12, y=40

o 1 1 34. 6z + 4y + 32z = 12¢/3, que corresponde ao plano tan-
Ponto mais frio: (0, 2), T= —5 X ( 9 3 4 )
gente em | —, —, —
pontos mails quentes: iT, 5| T = 1

\/’
- 35. O ponto é [ — \f e a area minima é igual a 2.
(a*,y") = (1.2) (2

A distancia minima é 2v/26, o ponto é (10, -5, 1).

\f
Lados da base v/2a e altura /a/2 36. =3, y=2V3,



