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Calculo IlI-A — Lista 7

Exercicio 1: Dada a integral dupla

1= [ twy)dedy = | / T e dyde
D

a) Esboce a regido D.
b) Inverta a ordem de integracdo.
c) Calcule I para a fungdo f(z,y) = ——— .
) p céo f(,y) VP
d) Se uma lamina tem a forma da regido D e se a densidade em cada ponto é proporcional
a distancia de P = (z,y) a origem, calcule a coordenada T do centro de massa de D.
Solucao:

—1<x<1
i . . , . <z < _ — 5 .
a) A regido de integragdo D é dada porD.{ | <y<1tVIi—a? Sey=1++1— 2?2 entdo

y—1=+/1— a2, portanto 2% + (y — 1)> = 1. Considerando que —1 <z < 1ey > 1, o esboco de
D esta representado na figura que se segue.

yﬂ
2
D
—-1,1) F 4 (1,1
R AW
I N 7 1 —
y:—x | \\ // | y—l’
\{M\\ //L—/I/
I I >
-1 1 x

b) De 2% + (y — 1)? =1, temos 2 = 1 — (y — 1)?, logo © = ++/1 — (y — 1)%. Portanto, podemos

descrever D por:
D 1<y<2
VI 1P e < I-(y-1)?
Logo,
[ 10 A
flz,y da:dy:/ / flx,y)dxdy .
S 1 J—y/1-(y-1)?
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c) Calculemos dxdy. Usando coordenadas polares, temos:

s

x = rcost

y = rsent

dxdy = rdrdf
2yt = 1

De 22 + (y — 1)> = 1 ou 2% + y? = 2y, temos 72 = 2rsenf ou r = 2senf se r # 0. Dey = 1,
temos rsenf = 1, portanto r = csc . Entdo o conjunto D,y é dado por:

3

T

— < <
D,y : 4_9_4
cscl < r < 2senf

A
Y /

/ ’

N
N
\\ ! ’_//y:x

/

N ,///
N //‘\7'('/4

Logo:

3r/4  p2senf
— 1 — —
I—//\/ﬁ-rdrdﬁ—/ / drdf =
/4 csc o
Dyg
/4

3r/4 37
:/ (2send — csch) db = [—20059—1n\cse9—c0tg9\ =
/4 w/4

_ {2? —In(v2 + 1)] — {—2*/75 —In(v2 — 1)} =

:\/§—1n(\/§+1)+¢§+1n(¢§—1):2ﬁ+m%:

V2+1
V2 —1)2
22+ Y2 95 om(v2 - 1).
\/_Jrn(\/i)z_1 V2 +2In(v/2 - 1)
d) Como a densidade em P = (z,y) é proporcional a distdncia de P a origem, entdo temos que
xd (z,y) dA
d(z,y) = k/x>+ y?, onde k é uma constante de proporcionalidade. Como T = i

k// xy/ 2?2 4+ y?2dA
D

entao T =
M
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Observemos que a fungdo f(z,y) = x+/x? + y? é impar na varidvel x pois f(—x,y) = —x/a? + y? =
—f(z,y). Além disso, D tem simetria em relagdo ao eixo y. Entdo //a:\/xQ +42dA = 0. Logo,
D

T =0.

Exercicio 2: Seja a integral

LevE 401 ,
I:// e’ dxdy+// e’ dxdy.
0J /2 1J /2

Escreva a integral I como uma Unica integral iterada na ordem de integracao invertida e calcule seu

valor.
I = // e” dxdy

D

Solucao: Temos

onde D = D; U Dy com

Dlz{(:c,y)eRa ogygl,ggxg\/g}
e
DQ:{(%’,@/)ERQ; 1§y§4,g§x§1},

Com as informacdes dadas acima, podemos ilustrar a nossa regidao D.

Ya
4 _______
VY 2 =l
= — :4 [
T 5 =y T —_
Do
1'"D“ 5
v x:\/g:>y:x
1 X

Enquadrando D como tipo |, temos:

D:{(x,y)ERQ; OSxSl,x2§y§4x2}.

1 pda? 1
I = // e*’ dydx :/ e” (4352 — .TQ) do =
0Jz2 0

1 1
:/ e’ (3:1:2) dx = e
0

Ent3o:

=e—1.
0
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Exercicio 3: Exprima (sem calcular)

w/4 r2cosf
/ /Seca 1+rsen9 drdf

como uma integral iterada em coordenadas retangulares nas duas ordens de integracao.

Solucao: Separando o jacobiano r, a expressdo rdrdf é transformada em dxdy e o restante do

integrando fica
T Y 332 + y f(.flj y)

l1+rsenf 14y

0<60<m/4
secl <r <2cosf ’
sec = 1/cosf ou rcosf = 1 corresponde 3 reta z = 1. A fronteira r = 2cosf ou r? = 27 cosf
corresponde 3 circunferéncia 2 4+ y2 = 2z ou (z — 1)° + 4% = 1.

Agora, vamos reconhecer a regidao de integracao D,y : { A fronteira r =

Como 0 < 0 < 7/4, entdo a regido de integracdo D se encontra no primeiro quadrante, entre o eixo
x e aretay =z, limitada pela reta z = 1 e a circunferéncia z? + y? = 2z. Assim,

//7\/“324'3/2 dzdy .
1+y
D

7
7

=z
/”,/ /x2+y2=2x
D
1 2 T

D:{(x,y)ERQ; 1§x§2,0§y§\/2x—x2}.

Descricado de D como tipo |

Entao

o
I—// ”x2+y dydzx .
Descricao de D como tipo Il

Pty == @-1) +yt=lsr—1=2/1-y =

=x=1+.1-y2.

Comox>1lentdoxr =1+ +/1—y?. Assim,
D={(ry) e} 0<y<1,1<a<1+1-¢}.
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Entao

; 1 1+\/§\/mdd
_/0/1 VP udy.

Exercicio 4: Uma placa fina de densidade constante ) tem a forma de um setor circular de raio a e

angulo central 2ae. Mostre que o momento de inércia em relagao a bissetriz do angulo é dada por
1 sen 2av

~Ma? (1 —

1 ) onde M é a massa da placa.

Solucao: Consideremos o setor circular D com vértice na origem e a bissetriz coincidindo com o
eixo .

Y a

\

Como a densidade é constante e igual a §, a massa M ¢é dada por

M:5A(D):5X%x2axa2:5oza2 (1)

Ix://yQ(dedy:(S //y2dxdy

D D

Como

entao por coordenadas polares, temos

I, = (5/ / r2sen’0r drdf = 5/ / PBson drdf —
—aJo s
« 4q7a 4 a \ )
= (5/ [%} Sen2(9 df = 5% SeIl2(9 do — 5% |:0 - 58229] _
—a 0 . B
da’ sen 2cv
=5 <2a -2 5 ) 7
isto €&, 4
da sen 2a
L= < T3 ) (2)
De (1) e (2), temos:
I _Ma2< _sen2a)
! 5 )

como queriamos demonstrar.
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2 o 2 2
Exercicio 5: Calcule //%b(xy) dA, onde D é a regido limitada pelas parabolas % =1, % =1,
D

22 =4y e y? = 4x.

Solucgdo: Escolhemos como mudanca de varidveis u = z?/y e v = y*/x. Por propriedades dos
jacobianos, temos:

g 9y
I(u,v) 9w
O(x,y)
onde
Ou  Ou 20 a?
dwv) |00 0| |y e
x,y) |9 v vy vy 2%y
dr  dy x? x
Logo, J =1/3.

Como dA = |J| dudv, entdo dA = 1/3 dudv. A regido D, estd limitada pelas retas u =1, v = 1,
u=4ev=4.

Observe que u = 22 /y e v = y?/x nos d3o a relagdo uv = zy. Entdo, pelo Teorema da Mudanca
de Varidveis, temos:

y? cos(zy) 1 1 [
// T2 dA = //vcos(uv)— dudv = = // v eos(uv) dudv =
T 3 3L
D

Du’u

4 4 4 4
= %/1 U/1 cos(uv) dudv = %/1 %[sen(uv)}ldv:
4

4
1 1 1

§/1 (sendv —senv) dv = 3 [—Zcos4v+cosv]l =
1 1 1 1

3 <—Zcosl6+cos4+ 10084—0081) = 5(50084—40081 — cos 16) .

Exercicio 6: Seja IV o sélido limitado superiormente pela superficie z = 4 — 22 — y? e inferiormente
pelo plano z =4 — 2x.

a) Esboce o sélido W b) Calcule, por integral tripla, o volume do sélido W
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Solucao:

a) O esboco de TV estd representado na figura que se segue.

b) A projegdo D do sélido W no plano xy se encontra combinando as duas superficies:

2 =4 —a% —y?
z=4—-2x

Sh4-—? -y’ =4-2r >+’ -22=0 &

= (-1 +¢y*=1
Entdo, D é dada por D : (x — 1)* + y* < 1. Devido a simetria, temos que V(W) = 2V (W), onde
Wy = {(x,y,2); (z,y) € Dy, 4—22 < 2z <4—2?—y*} onde D; édado por D; : (z—1)*+¢y* <1,
com y > 0.

D,

®
A\

Ent3o,

4—z2—y?
V(W):2/// dzdwdy:2// (22 — 2* — y*) dady.
4—2x
Dy

Dy
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Passando para coordenadas polares, temos:

xr = rcosb
y = rsenf
dedy = rdrdf ~
2y = 1

De 2% + y? = 2x temos r = 2 cos ). Observe que em D; o angulo polar @ varia de 0 (no eixo polar)
a 7/2 no ponto (0,0). Fixado 6, tal que 0 < 6 < 7/2, o raio vetor r deve variar desde 0 até o valor
OP = 2cos#.

P r=2cosf

\

r=20

0<6<m/2

. Podemos, pois escrever:
0<r<2cosb P

Entdo, Dy, é dado por Dy, : {

w/2 r2cosf
V(W) = 2/ / (2rcosf —r?) r drdfd =
0o Jo

w/2 p2cosf /2 93 A 2cos 0
:2/ / (2r20059—r3) drd9:2/ [—cos@—— df =
o Jo 0 3 4

0
w/2 /2
:2/ <1—6(:os49—4cos49> d9:§/ cos* 6 db.
0 3 3 Jo

Temos: )
4 2 2 1+C0529) o 1 2
cos 0 = (cos 9) = <72 = 4(1+2C0829+COS 29).

Fazendo p

u=20 = du=2df = d@:%

=0 = u=0

Vs

0= 5 = u=m,

temos:

71'/2 1 e d
/ cos* 0 df = / (1+2COSU+COSQU>7U:
0 0

W~ |

[u+2senu+% <u+sen2u)} 37

1
8 2 o 16
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Logo,

Exercicio 7: Calcule a massa do sélido limitado pelo plano z = 0, pelo cilindro 22 4 y? = 2z e pelo
cone z = \/x2 + y? se a densidade é o(z,y, 2) = 22 + y°.

Solucao: O esboco do sélido W esta representado na figura que se segue.

ZA

Sabemos que a massa M ¢é dada por
M = /// o(x,y,z) dedydz = /// (332 +y2) drdydz .
1% W

Passando para coordenadas cilindricas (7,0, z), tem-se:

r = rcosf

y = rsenf

z = z
Jacobiano = r

As variacoes de r e 0 s3o encontradas sobre a regiao D, projecao de W sobre o plano xy. Convertendo
a equacdo x2 + y? = 2x para coordenadas cilindricas, temos 2 = 2r cosf o que implica r = 0 ou
r = 2cosf portanto 0 < r < 2cosf.

UFF IME - GMA
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A variagdo de 6 é obtida pela "varredura” em D, no sentido anti-horario, isto é, —7/2 < 0 < 7/2. A
superficie conica z = /2 + y? se converte em z = r. Logo 0 < z < r. Assim, W,y esta limitada
por

0 < z < r
Wr@z . 0 < r < 2cosf
—r/2 < 6 < 7/2

Temos entao:

M = ///:1:+y dxdydz—/// -r drdfdz =
7‘82
w/2 2cosf pr
/// 3 drdfdz —/ / / r3 dzdrdf =
7/2J0 0

Wiro-

/2 2cos 6 w/2 2cos 6
/ v drdf = / / rt drdf =
—7/2 w/2J0

w/2 2cos b /2

_ / [T_} a9 =221 cos0do.
—7/2 51o 5 —7/2

Observe que:

cos’ ) = (cos2 9)20059 = (1 — sen? 9)20059 = (1 — 2sen? 6 + sen? 9) cos 6.

Entao:
39 w/2
M:E (1—2sen29+sen49)c089d9:
—7/2
~ 32 [iong - Zsendg ot L sr”_@(_é 2) _ o
== [sen@ 5 sen «9+5sen8_7r/2_5 2 st) ==

Exercicio 8: Calcule ///(y — 1) dV, onde W é a regido delimitada por z =0, 2 =0,z +2=2e
w
z=1—-y".

Solucgao: O sélido W e sua a projecdo D sobre o plano yz acham-se ilustrados nas figuras a seguir.
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Podemos descrever W como

W:{(x,y,z)€R3; 0<zx<2—2, (y,z)eD}

onde
D={(y,2) €R} -1<y<1,0<2<1-y?}.

///y—l dxdydz—//{/ dx] dydz =
://( — 1)@ —zdydz-/ / y—1)(2 — 2) dzdy =

:/11( ) [2z—§]:_y dy =
:/11(y_ 1) (2—21/2— a _2y2)2) dy =

:%/ (y—1)(B3-2y"—y")dy =

1

Ent3o:

_1[3_2/2_@/4_ y°
212 2 6

Exercicio 9: Calcule a massa do sélido limitado pelo plano z = 0, o cilindro 2% + y? = 2z e pelo
cone z = /22 + y? , se a densidade é 0(z,y, 2) = 2% + y>.

UFF IME - GMA
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Solucao: O esboco do sélido estd representado na figura que se segue.

ZA

i

O sélido W é descrito por

W = {(z,y,2); 0< 2 < /a2 +y2, (x,y) € D}
onde D é o disco (v — 1)* +y* < 1.

A massa de W é dada por:
M = /// Sz, y, z) dedydz = /// ([B2 +y2) drdydz .
W W

Passando para coordenadas cilindricas, tem-se:

x = rcost

y = rsenf

z = z
drdydz = r drdfdz
2y = 2

As equacdes do cone e do cilindro em coordenadas cilindricas s3o, respectivamente z = r e 12 =
2rcosf, ou r = 2cosf. Entdo W,y, é definido por:

—7/2 < 0 < 7/2
WTGZ . 0 S T S 2 cosf
0 < z < r.
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Logo:
M:///(x2+y2) dxdydz:///r2~rdrd(9dz:
1% Wr9z
w/2 2cos @ r
- //7"3 drdfdz = / / r3/ dzdrdf =
—/2Jo 0
Wr@z
/2  p2cos0 /2 [ 5-2cosf /2
— / / r* drd = / [T—] a9 = 22 cos’ @ df =
—7/2J0 —7/2 5o 5 —7/2
/2 /2
— ?;)_2 (1 — sen? 9)2 cos B df = 22 (1 —sen?6 + sen’ ) d(send) =
—m/2 —7/2
:g[sen«?—gsenge—I—lsen‘r’e]ﬂ/2 _ 52 m
5 3 5 P

Exercicio 10: Calcule o momento de inércia em relacdo ao eixo z do sélido limitado inferiormente pelo
cone z = \/x2 + y? e superiormente pelo plano z = 1, sendo a densidade dada por §(z,y, 2) = 22

Solucao: O esbogo do sélido W esta representado na figura que se segue.

\

Temos

Iz:///(x2+y2)5(x,y,z)dV:///(x2+y2)z2dv.
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Passando para coordenadas cilindricas, temos:

r = rcosb
y = rsenf
z = z
dV = rdrdfdz
2y’ = 2

A descricao de W em coordenadas cilindricas é:

0<r<l1
Weos : 0<0<27r
r<z<l1

1, = k/// Td?"d@dz = ///T322 drdfdz =
27
/ / / dOdzdr = 27?/ / 22 dzdr =

1
:27T/ r?’['z—} dr = 27 (1—7")d7“:2—7r (7‘3—7‘6)d7‘:
0 T

Ent3o:

0 3 0

_277[7“4_7“7}1_277(1_1)_77
3 14 7o 3 \4 7 14°

Exercicio 11: Um arame tem a forma da curva obtida como intersecio da semi-esfera 22 +y? 4 22 =
16, com = > 0 com o plano y + z = 4. Sabendo que a densidade em cada ponto (x,y, z) é dada
por (x,y, z) = x, mostre que o momento de inércia em relacdo ao eixo z é igual a ?M’ onde M
é a massa do arame.

Solugdo: De 22 + y? + 2?2 = 16, com = > 0 e y + 2z = 4, temos que 2 + y* + (4 — y)* = 16, com

2 92
x>0o0uz?+2y*—8y =0,comz >0ouz?+2(y> —4y+4) =8, comx > 0 ou %+(y 42) =1,

com x > 0 (semi-elipse) que representa a projegdo de C' sobre o plano zy. Entdo = = 2v/2 cost,
y=2+2sent, e z=4—y=2—2sent, com —7/2 <t < 7/2 pois x = V2cost > 0. Assim,
uma parametrizacao diferencidvel de C' é dada por:

(1)

<2x/§cost 2+ 2sent, 2—28ent>
com —7/2 <t <7/2.

Logo,
7 (t) = <—2\/§ sent,2cost, —2cos t) ,

portanto

|7/ (t)|| = V8sen2t + 4cos?t + 4cos?t = V/8sen2t + 8cos?t = 2V/2.

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 7 111

Assim,
ds = ||7/'(t)|| dt =2v/2 dt.
Como
M:/é(x,y,z) ds:/xds
C C
entao:
/2 /2
M = (2\/5(:0515) 2V2 dt = 8[sent] ) =16 u.m.
—7/2 —m/2

Por outro lado, o momento de inércia em relacdo ao eixo x é dado por:

&:/@M%W@%@@:/@ufﬂ@:
c c

= /ﬂ/2 [(2 +2sent)® + (2 — 2sen t)2] <2\/§cos t) 2V/2 dt =

—7/2

w/2

8/ (4—1—886nt—|—4sen2t—|—4—SSent—|—4sen2t)costdt:
—7/2
w/2

sen’® t] /2

64/ (1 + sen? t) cost dt =64 [sent + ,
—7/2 —m/2

2 512 32
64<2+§> =22 =26,

Logo:

Exercicio 12: Um pintor deseja pintar ambos os lados de uma cerca cuja base estd dada pela curva
C . 2?3 423 = (20)%/3, parax > 0 ey > 0. A altura estd dada por f(z,y) = y. Se o pintor
cobra R reais por metro quadrado, quanto ele recebera?

Solucao: O esboco da cerca S esta representada na figura que se segue.

Z A

flz,y) =y

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Lista 7 112

Apresentemos uma parametrizacio para C. Fazendo u = z'/3, v = y'/3 e a = 20'/? e substituindo
na equacio de C, temos u? 4+ v2 = a?, com u > 0 e v > 0 portanto © = acost e v = asent, com
0<t<m/2 Comox=u®ey=n3 entdo:

x = a’cos®t = 20 cos® ¢

y=asen®t = 20sent

Logo v(t) = (20cos®t,20sen®t), com 0 < ¢ < 7/2 é uma parametrizacdo para C'. Temos que
7' (t) = (—60 cos* t sen t, 60 sen® t cos t), entdo:

|7/ (t)]| = 60v/cost tsen? ¢ + sen* ¢ cos? t =

= 604/cos? t sen?t (cos2 t + sen2t) = 60 |cos tsen t| = 60 cos ¢ sen ¢

pois 0 <t < /2. Logo, ds = |0’ (t)| dt = 60 cost sent dt.

A area de um lado da superficie é dada por

w/2
A(S) :/f(x,y) ds:/yds:/ (20 sen® t)60 cos t sen t dt =
c c 0

w/2
= 240m?.
0

sen® ¢

w/2
= 1200/ sen* t cost dt = 1200 -
0

Portanto, o pintor receberd 2 x 240 R = 480 R reais.
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