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Calculo II-A — Lista 12

Exercicio 1: Verifique o teorema de Gauss para o campo vetorial ? (z,y,2) = = (x,y, ) no sélido
W limitado pelas superficies 2 = 22 + % e z = 4.

Solucao: O esboco do sélido W esta representado na figura que se segue.

Vemos que OW = S; U S, orientada positivamente. Logo,

//? idS = //? n1d5+//? iy dS.

Cilculo de / / F i, dS
St

Temos Sy :z =4 = f(z,y), com (z,y) € D : 22+ 12 <4, i, =k e

S = \/1 (f)? 4 (f,)2dedy = VI 01 Odady = dudy.

//? 7, dS = //xy, (0,0,1) dzdy = 4 A(D) = 47 - 22 = 167,

Cilculo de / / F - itydS
Sa

Entao,
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Temos Sy : 2 = 22 + % = g(x,y), com (z,y) € D : 22 + y?> < 4. Um vetor normal a S, é dado
por N) = (—0z, —gy, 1) = (22, -2y, 1) que estd voltado para cima. Como n; aponta para baixo,

s (222y-1) _ = /1142 1 & .
entdo 7iy = NiEeroret Temos dS = HﬁH dx dy = /14 422 + 4y? dx dy. Entdo,

//? Tia dS = // z,y,2” +y7) - (22,2y, —1) de dy =
// 21’ +2y% — a? — g da:dy—// 7 +y dx dy .

Passando para coordenadas polares, temos

2 2T 7“4 2
//?-ﬁgdsz//TQ-Td’f‘dQZ/’/‘g/ d@derW[—} = 87.
0 0 4 1o
52 D'r‘9

//?-ﬁd5=16w+8w:247r.
S

Entao,

Por outro lado:

[l ffar-s[[ [ o
—3// —a? —y? dxdy—?)// — ) rdrd =

2

2w
_3/ (4r—r)/ dedr_67r[2r—£] — 6r(8 — 4) = 24r.
0 0

0

Exercicio 2: Calcule o fluxo do campo vetorial ? através da superﬂae aberta S, onde ?(a:, Y,2) =

—- —-
ry?+e¥) i + (yz° +sen’x) j + (5 + z2? e —x*—y=, z = 0, com 7 tendo
Y) i j 5 k S 4 2 2. 2>0 7 tend
componente z positiva.

Solucao: O esboco da superficie aberta S esta representado na figura que se segue.
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Para aplicar o teorema de Gauss, devemos considerar a superficie fechada S = S U S;, onde S, é

%
dada por Sy : 2 =0, (z,y) € D : 2% +y* < 4, com nj = —K e também temos que:

ds = \/1 + (22) 4 (2,)* dady = V1 + 0+ 0dady = dady .

Seja W o sélido limitado por S. Logo, OW = S.

Pelo teorema de Gauss, temos:

//?.Wd5+//?-m>dsz///div?dvz///(y2+z2+x2)dv.

Passando para coordenadas esféricas, temos

/// (59" +2) dV:/// (p?) P sen ¢ dpddd =

Woge

/2 2 27 /2 542
:/ sen¢/ ,04/ dfdpdep = 27?/ sen ¢ [p—} dop =
0 0 0 0 5Jo
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Cilculo de / / F.mds
St

Temos
//?771> dS:// (zy* +€¥,0 +sen’ 2,54 0) - (0,0, —1) dS =
Sl Sl
= —5A(S;) = =5 (72?%) = =207 .

Logo,

) )
S

Exercicio 3: Calcule //? ﬁdS, onde
S

?(x,y,z) :x—i>—|—(—2y+excosz)€>+ (z—i—x2)i>

e S édefinidapor z=9— (22 +4%), 0<2<52=51<2+y*<dez=8-3(a+y?),
2% +y? < 1, com 7 exterior a S.

Solucao: A superficie S ndo é fechada e pode ser visualizada na figura que se segue.

Como div? =1—-2+1 =0, vamos usar o teorema de Gauss. Para isso, é necessério_fechar S
através da superficie Sy, porc3o do plano z = 0 com 2% + y2 < 9, orientada com 7f = — k .

Seja W o sélido limitado por S e S;. Como OW = S U S; esta orientada positivamente, podemos
aplicar o teorema de Gauss. Temos entdo,

//?ﬁdsz///div?dxdydz:///dedydzzo

oW w w
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" / FJMS+[/?ﬂm$:o.

S S1
Mas

/ ?-771)0[5'://(35, —2y + e®cos0, 0+ 2%) - (0, 0, —1) dS:—//yc2 ds
51 Sl

St

%
onde S; é dada por z =0, com (z,y) € D : 2* +¢y* <9, e, nj = —k. Logo:

ds = \/1 + <%)2 + <%)2dxdy =V1+0+0 dedy = dady .

ox dy
Ent3o,
? = 1o 2 _
// * Ny dS = — //.’E dxdy (em coordenadas polares) =
S1 D
2 3 34 2
:—/ / T3cos28drd«9:——/cos26d8:
o Jo 4 Jo
3t 1 81
=TTy T T
Logo:
l/?ﬁwzﬁ.
4
s
L. ? a3 y3 23 , .
Exercicio 4: Calcule o fluxo do campo F'(z,y,z2) = (? + v, T3 + 2) através da superficie S

do sélido W, definido por:
W = {(x,y,z) ER? 2+ +22>1, 22+ P+ (2 -2 <4,2> \/x2—|—y2}
com campo de vetores normais a S apontando para fora de V.

Solucao: A figura que se segue mostra o sélido WV
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Como estamos nas condi¢cdes do teorema de Gauss, temos

//? HdS = ///d.v? dadydz =

S=0W

:/// (2% + 12 + 2°) dadydz =
///p v Sen¢dpd¢d9—///p sen ¢ dpdgdf

p¢9 ﬂd’e

onde
Woso = {(p,6,6) €R% 00 <2m,0< 6 <], 1< p<dcoso} .

Ent3o,

2w pw/4 pdcosd
//?-ﬁdsz// / otsen ¢ dpdddf —
0 0 1
S

2w pr/4 4cos¢> 27 7r/4
= / / sen ¢ dodf = / / % cos® ¢ sen ¢ — sen ¢) dodf =
1

2m w/4 5 6 5 2r
1 45 _ 1 (V2 V2 45 N

_27r(45 ngf_l):21(43-7+@_1):21(%+@>:115(890+3\/§).

5\ 6 2
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Exercicio 5: Seja 7 o tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (2,0,0), B = (0,6,0) e C =
(0,0,2). Sejam S a superficie lateral de T constituida pelas faces de 7 que n3o estdo no plano zy

e ?(a:,y, z)= 3y + 2z, ¥+ 4z, 2y + x) um campo vetorial de R3. Calcule //rot?- 7dS, com a
S
normal exterior a S.

Solucao: A figura que se segue mostra o tetraedro 7.

Notemos que 97 = S U S; onde S; é a porcdo do plano z = 0, limitada pelo tridngulo de vértices
O, A e B. Considere 77{ o vetor unitario normal a Sy igual a — k..

z

i

—

Como JT estd orientada positivamente, podemos aplicar o teorema de Gauss. Temos:

// rot?- wdS = ///div rot? dxdydz = 0,
oT w

pois div rot? = 0 (conforme observa¢do importante) ou

//rot?-ﬁdS—l—//rot?-ﬁl)dS:O.
S S1

Temos
T 7 ¥
otF—| 2 9 0 oy 11, 1-3)= (=2, 0, —2).
ox dy 0z
y+z x+4z 2y+zx
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Logo:
// rot F- 71} dS — //(—2,0, —2)-(0,0,—1) dS =
51 Sl
:2// dS =2A(8) =2+ 526 =12.
St
Portanto,

// rot?- ndS = —

Exercicio 6: Seja a superﬁ'cf) conica S de vértice (0,0, h) e de base situada no plano xy, com raio

le %), com a componente k n3o negativa. Seja

0 0

sendo f(z,y, z) de classe C?. Calcule o fluxo de F através de S.

Solucao: A superficie S ndo fechada pode ser visualizada na figura que se segue.

T
¥ . . -
Como 7/ tem a componente k nao negatlva entdo 77 é exterior a S. Temos
dIV? 0 f 2=2
8x8y Oyox *

pois f é de classe C? e, portanto, vale aqui o teorema de Schwartz.

Para aplicarmos o teorema de Gauss, devemos considerar o sélido W limitado por S e S;, porcao do

plano z = 0, com 2% + y? < 1, orientada com nl — k. Temos ent3o,
//?%ds+//? dsz///div?da:dydz:
4%
:2V(W):2-%-7r-12-h:?
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Mas,
Foards= [ (2(,4,0), =% (2,4,0), 200+ 1)) - (0,0,—1)dS =
T [
_ //(—2) dS = —2A(S)) = —2r .
S1
Logo:

//F-ﬁdS:%W(thS).

S

Exercicio 7: Seja () uma carga elétrica localizada na origem. Pela Lei de Coulomb, a forca elétrica
(x,y, z) exercida por essa carga sobre uma carga ¢ localizada no ponto (x,y, z), com vetor posigdo

X é ? 0
£q
X)= "9 x
K= 1%

onde € é uma constante. Considere a forca por unidade de carga

TX) = 1Py = <@y (,9,2)
(X) = F(X) X gQ(I2+y2+z2)

3/2

que é chamada campo elétrico de (). Mostre que o fluxo elétrico de E é igual a 4me(), através
de qualquer superficie fechada S que contenha a origem, com normal K apontando para fora se S.
Esta é a Lei de Gauss para uma carga simples.

Solucao: Seja S uma superficie fechada contendo a origem.

Seja W a regido sélida limitada por S. Como W n3o estad contida no dominio de E R3—{(0,0,0)},
entao nao podemos aplicar o teorema de Gauss no célculo de //ﬁ -7 dS. Entdo consideremos
S

uma esfera S; : 2% + vy + 22 = a?, com a > 0 tal que S; C W.
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Seja W a regido sélida limitada por S e S;. Logo, W; C domﬁ. Temos OW; = S U S;. Seja 77{
a normal a S apontando para o interior de S;. Como OW; estd orientada positivamente, podemos
aplicar o teorema de Gauss. Temos ent3o,

//ﬁ-ﬁdsz///divﬁdxdydz

oWy W

//ﬁ.ﬁds+//ﬁ-ﬁ{dsz///divﬁdxdydz.

Verifique que divﬁ = 0. Entao,

//B-ﬁdsz—//ﬁ-mdsz//B-(—m)ds.

Cileulo de / / E . (—7) dS
St

ou

Se nj aponta para o interior de Sy, entdo —n aponta para o exterior de S;. Logo, —nf = M
a

) = o sQ(:L',y,Z) . (x,y,z) —
//E ( nl)ds_//(m2+y2+z2)3/2 a ds

_eQ z? 4 y? 4 22 _eQ a? _eQ -
_7//(x2+y2+22)3/2 dS_T//W ds_?// 5=
St S1 S1

a?

Ent3o,

Exercicio 8: Seja f : R? — R de classe C?, tal que V2f = 22 + ¢y + 2. Calcule //Vf .71 dS,
S

onde S é a esfera 22 + y> + 22 = 1 com 7/ exterior a S.
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Solugao: Seja IV a regido sélida limitada por S. Pelo teorema de Gauss, temos

//Vf-ﬁdsz///v-wdmydz:// V2f dedydz =
w w

S

— /// (x2+y2+22) dzdydz .
W

Passando para coordenadas esféricas, temos:

r = psen¢cosb
y = psen¢sent
zZ = pcoso

drdydz = p*sen ¢ dpdpdd
4y 422 = p?

e W49 € dado por:

0<p<l1
Wp¢9 0< gf) S s
0<60<2m
Ent3o,
//Vf-ﬁdsz///p2-p2sen¢dpd¢d0:
S Wp¢9
1 T 21
= //p4 sen ¢ dpdodf = / p4/ sen qb/ dfdopdp =
W 0 0 0

1 T 1 -
:27T/ p4/ sengf)dqbdé’:QW/p[—cosd)] dp =
0 0 0 0

1

_ 4 gy —an [P AT
—47r/0p dp—47r[5]0 5

of

5 0z

(z,y,2) € R3. Calcule //a—é dS, onde S é a lata cilindrica com fundo e sem tampa dada por
S

Exercicio 9: Seja f : R® — R de classe C?, tal que V2f = 22 + 3% e = (,y,1) = % para todo
2 +1y2=1,0<2<1, 224+ y><1ez=0, com normal 7i apontando para fora de S.

Solugdo: Seja S = S U S, onde S1 € a tampa da lata. Logo, S € dada por 51 : z = 1, com
(r,y) € D: 2> +y>*<lecomil, =kedS=drdy.
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Seja W o sélido limitado por S. Pelo teorema de Gauss, temos:

// Fas = //Vf i ds = ///v Vidv =
// VAfdV = ///x+y ) dv = /%// crdrdzdf =
/%//rdrdzdé’— %}0/0%/0 dedo =2 =T

//‘9de //8fd5+// 9 4s.
Célculo de / / of dsS

Temos
J[ 35 //Vf s -
8 0
of _ 1 2
_//8 (x,y,l)dS—//gdS— A(S)) = § 1t =2
51 Sl
Logo:
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Exercicio 10: Sejam ?(x,y,z) = <_Tcy + ze®, % — zey,xy>, com ¢ > 0 um campo vetorial em

R3 e S a superficie aberta, unido do hiperboloide de uma folha 22 + y? — 22 =1, 0 < z < y/c com

o disco 22 + 4% < 1, 2 = 0. Calcule o valor de ¢ sabendo que //rot? - dS = —67, onde W éo
S

campo de vetores normais apontando para fora de S.

Solucdo: De 22 +y?> — 22 =1 e z = y/c temos z°> + y* = 1 + ¢. Logo, a intersecdo do hiperboloide
com o plano z = /¢ ¢ a circunferéncia 2° +y* = = (V1 + 0)2, contida no plano z = y/c. O esboco
de S estd representado na figura que se segue.

A

z

Para aplicar o teorema de Gauss, devemos fechar S com S;, por¢do do plano z = /¢, limitada pela
circunferéncia 22 + y? = (\/1 + 0)2. Seja W a regido compacta do R?, tal que OW = SUS;. O
esboco de OW estd representado na figura que se segue.

Do teorema de Gauss, temos que:

//rot?-ﬁds+//rot?-ﬁ{dsz///di\/(rot?)dv.
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Levando em conta que //rot? - dS = —67 e div <rot?> =0, entao:

//rot?.mdsz&r (1)

Mas - N =
i J k
5} 5} 0
rot? = Iz 8_y 2 | =
- e Uy
> + ze 5 — ¢ Ty

(erene -yt 8) =@t ene -y

%
e Sy édadapor S;:z=+/c, (r,y) e D:x?+y* < (\/1+c)2 com 1} = k e dS = dxdy. Entio,
//rot?-ﬁ{dS://(x%—ey,el’—y,c)-(0,0,1) dxdy =
S1 D

:c// drdy = cA(D) = ¢ [7? <\/1——|—c)1 —re(1+¢).

Substituindo em (1), temos

me(l4+c)=6r & *+c—6=0 <c=2ouc=—3.

Como ¢ > 0 entdo ¢ = 2.
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